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R E S U M E 
L'objectif principal de ce projet de maitrise est de modeliser l'endommagement 
par decohesion de l'interface renfort-matrice de materiaux composites a renforts 
discontinus par la methode des elements finis. Les phases sont considerees visco-
elastiques lineaires. Cet objectif est atteint en suivant les etapes suivantes : 
1. Le Chapitre 1 contient la revue bibliographique qui permet de definir le do-
maine d'interet de cette etude. 
2. Parmi les methodes de prediction du comportement effectif de materiaux 
composites, l'homogeneisation numerique a ete choisie. Ainsi, des modeles 
elements finis de microstructures tridimensionnelles ont ete developpes afin 
de predire le comportement mecanique des materiaux composites sans tenir 
compte de rendommagement. Le volume elementaire representatif est defini 
par une cellule unitaire contenant des renforts spheriques distribues aleatoire-
ment dans l'espace. La microstructure est periodique car des conditions aux 
limites periodiques ont ete imposees. Des simulations elements finis sur des 
materiaux composites constitues de phases Maxwelliennes et incompressibles 
ont ete realisees pour differentes fractions volumiques de renforts et contrastes 
entre les proprietes des phases. Une procedure numerique permettant d'obte-
nir le spectre de relaxation effectif a ete developpee. Les simulations elements 
finis ont ete comparees avec les predictions de techniques d'homogeneisation 
analytiques. Ces resultats sont presentes au Chapitre 2. 
3. La modelisation de la decohesion de l'interface renfort-matrice a ete realisee 
a l'aide d'un element fini d'interface. Celui-ci est constitue de deux surfaces. 
Chaque surface a 6 nceuds, pour un total de 12 nceuds pour l'element. De 
plus, ces elements sont compatibles avec des tetraedres a 10 noeuds qui sont 
les elements solides utilises pour le maillage des phases. Dans la configuration 
initiale et sans endommagement, les deux surfaces sont parfaitement collees. 
Lorsque le volume elementaire representatif est sollicite, les deux surfaces 
se separent a cause de la deformation des elements solides adjacents. Ce 
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comportement permet de modeliser le grossissement. des cavites lors de la 
decohesion. Cette decohesion se deroule selon une loi de comportement definie 
pour l'interface. Le Chapitre 3 porte sur la formulation de l'element fini code 
et la loi de comportement de l'interface choisie. 
4. Les elements finis d'interface ont ete implementes sur les microstructures 
developpees au Chapitre 2. Les proprietes effectives de materiaux compo-
sites endommages par decohesion ont ete comparees avec celles des materiaux 
composites sans endommagement. Ces elements montrent un grand potentiel 
d'utilisation sur differents types de microstructures. Le Chapitre 4 porte sur 
les differents tests effectues afin de valider l'element et l'implementation de 
celui-ci sur les volumes elementaires represent at ifs. 
Finalement, les contributions de ce pro jet de maitrise sont : 
1. Un ensemble de programmes qui permettent d'obtenir automatiquement les 
volumes elementaires representatifs periodiques ainsi que leurs maiilages. 
2. Une procedure qui permet d'obtenir le spectre de relaxation effectif. 
3. Des comparaisons entre les predictions de methodes analytiques d'homoge-
neisation et celles de simulations elements finis qui ont determine que la me-
thode Auto-Coherente est la methode d'homogeneisation analytique la plus 
precise parmi celles etudiees. Une publication a decoule de la premiere etape 
du projet. Celle-ci est presentee a 1'Annexe I. 
4. La programmation d'un element fini d'interface independant de la loi de com-
portement d'interface choisie. 
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ABSTRACT 
The principal objective of this M.Sc. project is the reinforcement-matrix in-
terface damage modeling of randomly distributed particles reinforced composites 
with the finite element method. The constituents phases are considered as linearly 
viscoelastic. This document is organized as follows : 
1. Chapter 1 contains the literature review that allows defining the subject of 
this study. 
2. Numerical homogenization is selected among the effective behavior of com-
posite materials prediction methods. Therefore, finite element models of tri-
dimensional microstructures of composite materials were developed with the 
aim of predicting the effective behavior of composites without interface da-
mage. The representative volume element is defined as a unit cell which 
contains randomly distributed spherical reinforcements. In addition, perio-
dic boundary conditions were applied to the microstructures which forced 
the representative volume elements to be periodic. Finite element simula-
tions of composite materials constituted of Maxwellian and incompressible 
phases were performed. Different reinforcement volume fractions and pro-
perties ratios between phases were considered. A numerical procedure was 
developed in order to determine the effective relaxation spectra. The finite 
element simulations were compared against predictions of several analytical 
homogenization methods. These results are presented in Chapter 2. 
3. The reinforcement-matrix interface decohesion was simulated with an inter-
face finite element. The interface finite element is constituted of two surfaces. 
Each surface has 6 nodes for a total of 12 nodes for the whole element. In 
addition, these elements are compatible with 10-noded tetrahedrons used for 
the phases meshing. In the initial configuration and without damage, the 
two surfaces are perfectly bonded. When the representative volume element 
is loaded, the two surfaces start to separate as the adjacent solid elements 
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are deformed. This behavior allows modelling the cavity growth when de-
cohesion occurs. Decohesion follows a constitutive relation defined for the 
reinforcement-matrix interface. Chapter 3 describes the interface finite ele-
ment development and the interface constitutive relation. 
4. Interface finite elements were implemented in the tridimensional microstruc-
tures developed in Chapter 2. The effective properties of composite materials, 
considering the interface damage, were compared with those of composites 
materials with perfectly bonded interfaces. These finite elements show a great 
potential for the in utilization on different microstruetures. Chapter 4 des-
cribes all the performed tests for validating the element and the element 
implementation in the representative volume elements. 
Finally, the contributions of this roject are : 
1. A set of programs that allows generating automatically periodic representa-
tive volume elements and finite element models. 
2. A numerical procedure that allows obtaining the effective relaxation spectra. 
3. Comparisons between analytical homogenization predictions and those ob-
tained from finite element simulations. Among all studied methods, the Self-
Consistent scheme gives the best approximation to the finite element simula-
tions. A scientific article was published containing the results of this part of 
the project (see Appendix I). 
4. An interface finite element coding. The implemented formulation does not 
depend on the selected interface constitutive relation. 
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I N T R O D U C T I O N 
Mise en contexte 
Les materiaux heterogenes sont des materiaux constitues de plusieurs phases. 
Ces phases sont distinguables a une longueur d'echelle determinee. Par exemple, 
les fibres dans un materiau composite, les roches dans le cas du beton, les grains 
dans un acier, etc. Chaque phase a des proprieties qui lui sont propres (rigidite, 
forme, orientation). Les materiaux composites sont des materiaux heterogenes qui 
sont constitues d'une matrice (metallique, thermoplastique, etc.), des renforts (des 
fibres longues, des fibres courtes, des whiskers, des particules, etc.) et de l'inter-
face renfort-matrice qui est en fait un ensemble de liaisons chimiques. Les renforts 
peuvent etre distribues aleatoirement dans l'espace (renforcement discontinu) ou 
bien dans des orientations definies. 
L'endommagement est un probleme inherent aux materiaux lorsque ceux-ci sont 
sollicites. Par exemple, l'endommagement ductile commence par une nucleation 
des cavites suivie par une croissance des ces dernieres. Puis, la derniere etape 
est definie par la coalescence des cavites jusqu'a la rupture finale. Une meilleure 
comprehension et modelisation de l'endommagement permettent de diminuer les 
facteurs de securite retenus lors de la conception ainsi qu'une approche de design 
de tolerance aux dommages. 
L'homogeneisation est une discipline qui permet de predire le comportement 
effectif des materiaux heterogenes (proprietes effectives mecaniques, thermiques, 
electriques, etc.) en connaissant l'information reliee a la microstructure (fraction 
volumique des renforts, proprietes des phases, orientations, etc.). Dans le domaine 
de l'homogeneisation on trouve deux ecoles de pensee : l'approche numerique et 
l'approche analytique. Une des techniques utilisees dans l'approche numerique est 
la methode des elements finis. Cette methode permet d'obtenir une description tres 
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precise des champs de contraintes et de deformations des materiaux heterogenes. 
Cependant, les besoins informatiques sont tres importants. L'approche analytique 
donne des approximations des champs de contraintes et de deformations avec des 
ressources informatiques plus modestes que les methodes numeriques. 
Les materiaux composites a matrices thermoplastiques sont de plus en plus pre-
sents dans l'industrie. Le niveau de confiance en ces materiaux est tel que l'industrie 
aeronautique commence a les utiliser pour des pieces structurales. En consequence, 
l'interet de recherche sur ces materiaux a augmente considerablement au cours des 
dernieres annees. 
Objectifs de recherche 
L'objectif principal de ce projet de maitrise est de predire le comportement 
mecanique de materiaux composites a renforts discontinus en tenant compte de 
la decohesion de l'interface renfort-matrice par la methode des elements finis. Les 
phases sont considerees viscoelastiques lineaires. 
Afin d'atteindre cet objectif, des objectifs secondaires sont definis : 
1. Modelisation du comportement mecanique de materiaux composites sans te-
nir compte de l'endommagement par la methode des elements finis. 
2. Programmation d'une formulation existante d'un element fini d'interface. 
3. Implementation de 1'element fini d'interface. 
4. Simulation du comportement mecanique de materiaux composites viscoelas-
tiques lineaires en tenant compte de 1'endommagement de l'interface renfort-
matrice. 
Methodolog ie 
La modelisation du comportement effectif de materiaux composites sans tenir 
compte de l'endommagement est realisee en premier lieu en utilisant des methodes 
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analytiques et numeriques (elements finis). Ceci permet une familiarisation avec 
les methodes d'homogeneisation et des logiciels. Ensuite, la modelisation de l'en-
dommagement par la methode des elements finis est abordee. Ainsi, on peut dis-
tinguer deux etapes bien definies au long du pro jet : la modelisation de materiaux 
composites sans endommagement et la modelisation de materiaux composites avec 
endommagement. 
Plan du memoire 
Ce memoire est structure de la fagon suivante : le Chapitre 1 donne un pano-
rama du sujet de recherche a l'aide de la revue de la litterature; le Chapitre 2 
porte sur les modeles d'elements finis et les methodes analytiques appliquees sur 
des materiaux composites a renforts discontinus sans tenir compte de l'endomma-
gement; le Chapitre 3 presente la formulation choisie de l'element fini d'interface et 
la loi de comportement de l'interface qui servent a modeliser 1'endommagement par 
decohesion; le Chapitre 4 porte sur la verification de l'element fini d'interface et 
son utilisation dans les materiaux composites a renforts discontinus; finalement les 
Conclusions ou des perspectives de travail sont rajoutees. De plus, Particle scienti-
fique qui decoule des travaux qui font partie de la premiere etape de ce projet de 
maitrise est presente a 1'Annexe I. 
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CHAPITRE 1 
REVUE DE LA LITTERATURE 
1.1 Introduction 
Etant donne le vaste domaine d'utilisation des materiaux composites dans dif-
ferentes industries telles que l'aeronautique, le genie chimique, la mecanique auto-
mobile, la biotechnologie, etc., l'interet de recherche sur ces materiaux est devenu 
tres important. Cependant, le domaine de recherche est tres vaste. Ce chapitre 
presente une revue bibliographique permettant de nous situer dans le domaine 
d'interet. Compte tenu que le sujet de recherche porte sur la prediction du com-
portement des materiaux composites en utilisant la methode des elements finis, 
plusieurs concepts devront etre eclaires avant de s'immiscer dans le projet. Les de-
veloppements mathematiques lies a la modelisation des materiaux composites par 
elements finis seront presenter dans les chapitres suivants. 
Dans ce memoire, les vecteurs sont notes par des lettres romaines minuscules 
en gras et les matrices ou tenseurs d'ordre 2 par des lettres romaines majuscules 
en gras. Les tenseurs de contraintes et de deformations globales sont notes par des 
lettres grecques majuscules en gras, tandis que les champs de contraintes et defor-
mations microscopiques sont notes par des lettres grecques minuscules en gras. Les 
tenseurs d'ordre 4 sont notes par des lettres romaines majuscules en gras (comme 
les tenseurs d'ordre 2) et ils sont egalement indiques dans le texte1. Dans certains 
cas des except ions sont appliquees sur ce t te no ta t ion generale2 . Q n a n d la no t a t i on 
xLa notation est repetee pour les tenseurs d'ordre 4 car ceux-ci apparaissent occasionnellement 
dans ce memoire. La notation pour les tenseurs d'ordre 2 a ete utilisee partout dans la formulation 
de l'element fini d'interface (Chapitre 3). 
2Au Chapitre 3 le vecteur de contraintes T oc et les vecteurs de coordonnees X-m, -X"R et X^ 







Representative volume eleaent V 
Figure 1.1 Definition du volume elementaire representatif et des echelles macro-
scopiques et microscopiques (Sanchez-Palencia et Zaoui, 1987). A l'echelle micro-
scopique le materiau est heterogene. L'homogeneisation d'un Volume Elementaire 
Representatif (VER) permet d'obtenir les proprietes effectives du materiau hete-
rogene. Ainsi, les proprietes effectives sont calculees pour le materiau homogene 
equivalent. 
indicielle est utilisee la repetition des indices indique une sommation. Dans tout le 
memoire, quatre types de produits apparaissent : le produit contracte entre deux 
vecteurs qui est le produit scalaire tel que uv = UjVj ; le produit contracte d'un ten-
seur d'ordre 2 ou matrice et d'un vecteur est un vecteur tel que C • a = C^aj = bi; 
le produit contracte de deux tenseurs d'ordre 2 ou matrices est un tenseur d'ordre 2 
ou une matrice definie par A B = A^B/cj = dj; fmalement le produit doublement 
contracte entre un tenseur d'ordre 4 et un tenseur d'ordre 2 est un tenseur d'ordre 2 
tel que X : r = XjjfciT^, si r est symetrique le produit devient X : r = XijkiTki- La 
derivee d'un vecteur par rapport aux coordonnees Xj est representee par a^j = |^- . 
Egalement, la divergence d'un tenseur d'ordre 2 est representee par div(C) = Cjij. 
G 
(a) (b) (c) 
Figure 1.2 Differentes tailles du VER pour une meme fraction volumique de ren-
forts : (a) 5 renforts, (b) 10 renforts et (c) 20 renforts. 
1.2 Techniques d'homogeneisat ion 
Deux echelles differentes sont impliquees dans l'etude des proprietes effectives 
des materiaux heterogenes : l'echelle macroscopique ou la taille des heterogeneites 
est tres petite et l'echelle microscopique qui est l'echelle des heterogeneites (fibres, 
etc.). Ann d'obtenir les proprietes effectives du materiau composite, on doit d'abord 
supposer qu'il existe un Volume Elementaire Representatif (VER) qui peut etre 
defini dans le materiau composite. C'est sur le VER que l'homogeneisation sera 
appliquee afin d'obtenir les proprietes effectives du composite. De plus, la taille du 
VER doit etre telle que si Ton change la quantite des renforts dans le volume, les 
proprietes effectives obtenues par homogeneisation restent inchangees. Par exemple, 
pour une meme fraction volumique de renforts, la figure 1.2 montre trois tailles du 
VER pour un materiau composite a renforcement discontinu. Ainsi, pour que les 
proprietes effectives du materiau composite soient atteintes, les valeurs obtenues 
par homogeneisation avec chacune des tailles doivent etre les memes. 
D'un point macroscopique on doit considerer deux families de variables : les va-
* i 
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Figure 1.3 Conditions aux limites de contraintes homogenes (Bornert et al., 2001). 
cr° correspond a S ° dans le developpement presente dans la section 1.3.1. 
riables macroscopiques qui correspondent aux proprietes du materiau homogeneise 
et d'un autre cote, les variables microscopiques qui prennent importance dans le 
VER (Sanchez-Palencia et Zaoui, 1987) et qui servent a definir le comportement des 
phases constituants le materiau. La figure 1.1 montre les deux echelles considerees 
et les deux types de variables. 
1.3 Condit ions aux rives 
Les proprietes effectives du materiau composite sont obtenues a partir de l'ho-
mogeneisation realisee sur le VER soumis a des sollicitations mecaniques et sur 
lequel des conditions aux limites sont imposees. La taille du VER dependra des 
conditions aux rives appliquees. Cette sous-section definit les differents types de 
conditions aux rives qui peuvent etre appliquees. 
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Figure 1.4 Conditions aux limites de deformations homogenes (Bornert et al., 2001). 
e° correspond a E° dans le developpement presente dans la section 1.3.2. 
1.3.1 Contraintes homogenes au contour 
Les contraintes homogenes au contour sont des conditions aux limites de type 
force imposee. La condition est donnee par td = S° • n sur la frontiere dV avec 
S° homogene (Bornert et al., 2001). td represente les tractions appliquees sur la 
frontiere du corps, n est le vecteur normal a la frontiere et S° devient les contraintes 
macroscopiques. La figure 1.3 montre la frontiere dV d'un corps de volume V et les 
tractions qui y sont appliquees. Ainsi, pour le champ de contraintes cr(x), x etant 
un point dans l'espace du corps, la forme suivante peut etre obtenue : 
S° = (a) = - L / ' <r(x)dV (1.1) 
\v I Jv 
ou S° designe les contraintes macroscopiques et (•) definit l'operateur de moyenne 
spatiale. En effet, cette expression peut etre developpee a partir de l'equilibre de 
contraintes ou o^ = div(cr) = 0 dans le cas d'absence des forces de volume 
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(Bornert et al., 2001) : 
/ a(jdV = / {<TikXj),k&V = J f ~?~Xj + aikSjk J dV ou — ^ = 0 
= / o'ikXjUkdS (application du theoreme de la divergence) 
JdV 
= E°fc / XjTikdS car aik est homogene sur dV 
JdV 
= E°fc / Xj^dV (application du theoreme de la divergence) 
Jv 
(1.2) 
= E°fc / SjkdV d'ou 
Jv 
f a.jdV = E° \V\ 
Jv 
ou 5jfc est le Delta de Kronecker. 
Le champ de deformations resultant n'est pas homogene et par definition la 
deformation macroscopique est obtenue par : 
(e) =-~ Jve(x)dV (1.3) 
1.3.2 Deformations homogenes au contour 
Dans ce cas on impose des deplacements sur la frontiere dV. Ces conditions sont 
definies par ud = E° • x sur dV avec E° homogene. ud represente les deplacements 
imposes sur la frontiere du corps, x est un point a la frontiere et E° devient les 
deformations macroscopiques. La figure 1.4 montre le cas des deplacements imposes. 
Ainsi, la deformation macroscopique est obtenue par : 
Ec = (e) = j ^ | Je(u(x))dV (1.4) 
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En effet, cette derniere expression pent etre developpee a partir de la compatibilite 
de e(u) et la continuite du deplacement u (Bornert et al., 2001) : 





(uiUj + Ujrii)dS (theoreme de la divergence) 
car u = E • x ElxknjdS+ f E°jkxknidS 
iav Jdv 
comme E°fc est homogene sur dV, l'expression ci-dessus devient : 
= \ \EI f xkn,dS + E% I xknidS 
z L JdV JdV 








Le champ de contraintes resultant n'est pas homogene et par definition la contrainte 
macroscopique est obtenue par : 
(1.6) (CT) = — / *(x)dV 
\v I Jv 
1.3.3 Conditions aux limites periodiques 
Dans cette partie on definit les microstructures et champs periodiques car ce 
type de microstructure est utilise dans le cadre des simulations par elements finis. 
Un champ de deplacement periodique est compose d'un champ moyen (E° • a;) 
qui serait le champ de deplacement si le milieu etait homogene et d'une fluctuation 
periodique (u*) qui tient compte des heterogeneites (figure 1.5). 
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Figure 1.5 Champ de emplacement periodique (Bornert et a l , 2001). De gauche 
a droite : champ de deplacement periodique, champ de deplacement homogene et 
fluctuation periodique. 
Ce champ peut etre exprime par (Michel et al., 1999) : 
u(x) = E°-x + u*(x) (1.7) 
La figure 1.5 montre que la fluctuation periodique prend des valeurs identiques 
dans des points qui sont places aux faces opposees du quadrilatere (2D) qui definit 
dans ce cas le VER d'une microstructure periodique. 
La deformation macroscopique est definie par : 
E° = (e) = - L J^(u(x))dV (1.8) 
ou (e* (u*)) est nulle a cause de la fluctuation periodique. 
Par definition la contrainte macroscopique est obtenue par : 
S° = (a) = j i j Jv<r(x)dV (1.9) 
De plus, les tractions a • n prennent les memes valeurs mais avec signe contraire 
sur les faces opposees du VER (Xia et al., 2006). 
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1.4 Etapes de l 'homogeneisat ion 
On distingue trois etapes dans les techniques d'homogeneisation (Bourgeois, 
1994) : 
1. Description ou Representation : dans cette etape on decrit la microstruc-
ture en definissant les proprietes mecaniques et geometriques des phases. Par 
exemple, dans le cas des comportements elastiques lineaires on arrive aux lois 
de comportement des phases : 
cr(ccr) = Lr : e(xx) ou e{xr) = M r : <r(xr) (1-10) 
ou Lr et M r sont respectivement les tenseurs d'ordre 4 de module et de 
complaisance de la phase r et xr represente un point dans l'espace a l'interieur 
de la phase r. 
2. Localisation ou Concentration : lors de cette etape on cherche des relations 
entre les quantites locales et globales. Dans le cas des comportements elas-
tiques lineaires on obtient : 
(a(xr)) = B r : S ° et {e(xt)) = A r : E° (1.11) 
ou A r et B r sont respectivement les tenseurs d'ordre 4 de localisation des 
deformations et de concentration des contraintes. Comme on peut le voir au 
point 3, la definition des ces tenseurs permet d'obtenir la reponse au pro-
bleme. Chaque schema ou methode d'homogeneisation conduira a differents 
tenseurs de localisation et de concentration. Ainsi, on aura differentes solu-
tions homogeneisees possibles. 
3. Homogeneisation : cette etape permet d'obtenir les proprietes effectives du 
composite en utilisant les proprietes des phases et les tenseurs de localisation 
et de concentration obtenus precedemment. Ainsi, on peut obtenir les tenseurs 
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d'ordre 4 de complaisance et de module du materiau composite de la maniere 
suivante : 
r=N r=N 
M = ] T c r M r : B r L = ^ c r L r : A r (1.12) 
r=0 r=0 
ou cr est la fraction volumiqiie de la phase r et N est le nombre de phases. 
La fraction volumique est le rapport entre le volume occupe par la phase r 
et le volume total du VER. L'equation (1.12) peut etre expliquee en utilisant 
le Lemme de Hill. Celui-ci stipule que si le champ de contraintes cr(x) est 
equilibre et le champ de deformations e(x) est compatible et des conditions 
homogenes aux rives sont appliquees, on obtient : 
(cr:e) = <<r) : (e) (1.13) 
done, si la taille du VER est grande les contraintes et deformations macrosco-
piques deviennent S ° et E° respectivement. En effet, le lemme d'Hill donne 
une relation entre les champs microscopiques et macroscopiques, qu'on ap-
pelle condition de macrohomogeneite. Cette condition assure que les bilans 
d'energie sur les champs macroscopiques sont equivalents aux bilans reels. 
Alors, l'equation (1.13) peut etre ecrite comme : 
(tr:e) = (cr) : (e) = S ° : E° (1.14) 
De plus, on peut ecrire les tenseurs de contraintes et de deformations macro-
scopiques de la fagon suivante : 
r=N r=N 
£° = $>MaO) E° = J2cr(ev(x)) (1.15) 
r=0 r=0 
En utilisant l'equation (1.10) et (1.11) et pour le cas des materiaux elastiques 
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lineaires, on obtient : 
r=N 




comme M r est constant dans chaque phase, on obtient 
r=N 
= y . c rM r : (ar(x)) avec l'equation (1.11) : 
r=0 
r=N 
= ]TcrMr :Br :£° 
r=0 
= M : S° 
Ce qui permet d'obtenir le tenseur de complaisance de l'equation (1.12). Un 
developpement analogue a partir de S° permet d'obtenir l'expression du ten-
seur de module. 
Done, la resolution du probleme se resume a la definition de la loi de locali-
sation particuliere pour chaque schema. 
1.5 Types d'homogeneisation 
On distingue deux ecoles de pensee dans les techniques d'homogeneisation : les 
approches numeriques et les approches analytiques. La plupart des approches nu-
meriques sont basees sur la methode des elements finis. Ainsi, le VER est modelise 
a l'aide d'elements finis. Des proprietes materiau sont donnees a chaque phase et le 
VER est ensuite sollicite. D'autres methodes numeriques (Michel et al., 1999) refor-
mulent le probleme dans l'espace de Fourier et en appliquant une methode iterative 
basee sur la methode FFT (« Fast Fourier Transformation ») obtiennent les pro-
prietes effectives de materiaux composites. Les methodes analytiques permettent 
d'estimer la moyenne spatiale des champs de contraintes et de deformations pour 
(1.16) 
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une fraction dn temps de calcul necessaire pour la resolution des approches nume-
riques. La revue de la litterature suivante concernant les techniques d'homogeneisa-
tion ne contient pas de developpement lourd. Les developpements mathematiques 
necessaires pour la realisation de ce pro jet de maitrise seront presentes dans les 
chapitres suivants. 
1.5.1 Approches numeriques 
1.5.1.1 Mode les e lements finis 
Plusieurs chercheurs ont travaille sur la prediction des proprietes elastiques ef-
fectives en analysant des microstructures tridimensionnelles de materiaux par la 
methode des elements finis. D'abord le VER est habituellement considere comme 
un cube ou cellule unitaire contenant les renforts. Les renforts peuvent etre mode-
lises comme des particules spheriques distributes aleatoirement dans l'espace, des 
fibres cylindriques unidirectionnelles, etc. Gusev (1997) a etudie la taille du VER 
d'un materiau composite en faisant plusieurs simulations avec differents nombres 
de particules spheriques dans une cellule unitaire. Segurado et LLorca (2002) ont 
obtenu des microstructures 3D en utilisant l'algorithme « Random Sequential Ad-
sorption » et etudie les proprietes effectives elastiques en les comparant avec des 
modeles d'homogeneisation analytiques. Ensuite, Segurado et al. (2003) ont etu-
die l'effet des amas de renforts sur les proprietes elastiques effectives de materiaux 
composites. De la meme fagon, Mishnaevsky (2004) a genere des microstructures 
tridimensionnelles et etudie le comportement effectif lors de la formation des amas 
de renforts et de l'endommagement par rupture des renforts. Recemment, Mish-
naevsky (2005) a etudie le comportement effectif de materiaux composites en ge-
nerant des microstructures 3D basees sur des voxels3. D'un autre cote Michel et al. 
(1999) ont etudie le comportement effectif des microstructures periodiques 2D en 
3Un voxel est une unite graphique qui definit un point dans l'espace 3D. Chaque coordonnee 
de chaque point est definie par la position, la couleur et la densite. 
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utilisant la methode des elements finis et la methode de la transformation de Fou-
rier. Tucker et Lian (1999) ont fait une revue des methodes d'homogeneisation 
analytiques et compare ces methodes en utilisant la methode des elements finis sur 
des microstructures 3D d'arrangements reguliers de fibres. Levesque et al. (2004) 
ont realise des simulations elements finis sur des microstructures 3D de materiaux 
composites viscoelastiques non lineaires et developpe une methode d'homogenei-
sation analytique pour ce type de materiaux. Ainsi, ils ont compare les resultats 
obtenus a partir des simulations elements finis avec ceux obtenus a partir de la 
methode d'homogeneisation analytique. Gonzalez et al. (2004) ont simule des mi-
crostructures 3D de materiaux composites elasto - plastiques. De la meme fagon 
Sun et al. (2007) ont realise des simulations elements finis sur des microstructures 
3D de materiaux composites a renforts spheriques afin d'etablir les limites des pro-
prietes effectives elastiques et les comparer avec des methodes d'homogeneisation 
analytiques. Egalement Duschlbauer et al. (2006) ont etudie le comportement elas-
tique effectif des microstructures 3D periodiques renforces par des fibres courtes 
distribues aleatoirement dans l'espace en utilisant la methode des elements finis. 
Ensuite, ils ont compare ces resultats avec des methodes analytiques. Ainsi, on 
peut conclure qu'il y a une gamme tres ample de travaux de recherche relies a la 
modelisation par elements finis 3D de la microstructure de materiaux composites 
renforces egalement par des particules comme par des fibres. Cependant, la plupart 
des etudes ont ete axees sur des materiaux qui ne se sont pas endommages et en 
consider ant les phases elastiques lineaires. 
1.5.1.2 Etude des condit ions aux rives : 
Kanit et al. (2003) ont etudie la taille du VER en fonction de differents types de 
conditions aux rives (contraintes uniformes, deformations uniformes et conditions 
periodiques) pour des microstructures 3D etablies a partir de mosai'ques de Voro-
noi. Leurs resultats confirment ceux obtenus par les etudes precedentes de Huet 
17 
(1990) et Hazanov et Huet (1994) : l'application de conditions aux rives perio-
diques permet d'atteindre des tailles du VER plus petites que lorsqu'on applique 
des conditions aux rives uniformes. Ceci est avantageux car lorsqu'on augmente la 
taille du VER les besoins informatiques augmentent, ce qui peut rendre le temps de 
calcul prohibitif. Xia et al. (2006) ont demontre que dans la methode des elements 
finis basee sur les deplacements, l'application des conditions aux rives periodiques 
sur les deplacements garantit la periodicite sur les tractions definie par : 
<x(0, x2, x3) • n (0 , x2, x3) = -cr(L, x2,x3) • n(L, x2, x3) 
o-(rci, 0, x3) • n(xu 0, x3) = -<r{xu L, x3) • n(xu L, x3) (1.17) 
cr(xi, x2,0) • n(xi, x2,0) = -er(x1,x2, L) • n(xi, x2, L) 
ou n est le vecteur normal a la frontiere du VER, x\,x2 et x3 le systeme de co-
ordonnees utilise sur le VER et L la longueur du cote de la cellule unitaire (on 
suppose une cellule carree). En plus, Xia et al. (2003) ont propose l'application des 
conditions aux rives periodiques aux cellules unitaires de materiaux composites 
renforces par des fibres unidirectionnelles et ont predit leur comportement effectif. 
Pour le meme type de microstructure, Karadeniz et Kumulutas (2007) ont deter-
mine les coefficients d'expansion thermiques effectifs en utilisant la methode des 
elements finis. Avec ces resultats, ils ont pu etablir des comparaisons avec plusieurs 
methodes analytiques. 
Des cellules unitaires contenant des renforts spheriques distribues aleatoirement 
dans l'espace seront etudiees dans ce projet de maitrise. En plus, des conditions aux 
rives periodiques sont appliquees sur les VERs afin d'atteindre plus rapidement, 
en termes de nombre de particules maillees, les proprietes effectives du materiau 
composite. Ceci se traduit par une diminution du temps de calcul. 
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1.5.1.3 Simulations sur des materiaux compos i tes viscoelast iques 
Brinson et Knauss (1992) et, Nguyen Viet et al. (1995) ont realise des simula-
tions elements finis 2D de materiaux composites viscoelastiques lineaires. Brinson 
et Lin (1998) ont compare les simulations element finis avec des methodes d'ho-
mogeneisation analytiques. Barello et Levesque (2008) ont realise des simulations 
elements finis de microstructures 3D de materiaux composites a phases viscoelas-
tiques lineaires. De plus, ils ont developpe une procedure afin d'obtenir le spectre 
de relaxation effectif et ainsi determiner sa nature (continue ou discrete) a par-
tir des simulations elements finis. D'autres auteurs ont developpe des procedures 
similaires afin d'obtenir le spectre de relaxation a partir d'experiences (Emri et 
Tschoegl, 1993, 1994, 1995). Cependant leur methode ne permet pas d'affirmer si 
le spectre est de nature continue ou discrete. En plus, Barello et Levesque (2008) 
ont presente des comparaisons entre certaines methodes analytiques d'homogenei-
sation et les resultats obtenus par simulations. 
1.5.1.4 Modeles de cohesion et e lements d'interface 
Des elements finis d'interface sont utilises afin de modeliser la decohesion de 1'in-
terface renfort-matrice et ainsi simuler l'endommagement. L'element fini d'interface 
3D est modelise par deux surfaces qui sont parfaitement collees dans la configura-
tion sans endommagement. Quand l'endommagement a lieu, les deux surfaces se 
separent et le volume de l'element augmente graduellement. Cette caracteristique 
est utile pour simuler le grossissement de cavite dans un materiau s'endommageant 
par decohesion interfaciale. 
La plupart des modeles d'elements finis qui incorporent l'endommagement par 
decohesion de l'interface renfort-matrice appliquent le concept de « modeles de co-
hesion ». Ce type de modele a ete presente pour la premiere fois par Barenblatt 
(1962) en introduisant le concept de forces moleculaires de cohesion en bout de 
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fissure dans un contexte de rupture fragile. Ainsi, Barenblatt a defini le « module 
de cohesion » comme etant la quantite qui caracterise la resistance du materiau a 
un prolongement de fissure. Cette resistance est causee par l'effet des forces de co-
hesion. Cependant, Barenblatt n 'a pas determine une relation entre le deplacement 
relatif des levres de la fissure et le vecteur de contraintes associe. 
Needleman (1987) a propose un modele de cohesion pour l'etude du decollement 
des renforts dans les materiaux composites. Ce modele donne une relation entre les 
contraintes et les deplacements relatifs de l'interface, i.e. une loi de comportement 
pour l'interface. Certaines restrictions sont imposees sur la loi de comportement de 
l'interface (Needleman, 1992). Ainsi, la reponse de l'interface est dissipative, done 
le travail dans un processus ferine (le point de depart est egal au point final du 
processus) doit etre positif. Cette restriction est representee par4 : 
j>T-du>0 (1.18) 
ou T est le vecteur de contraintes dans l'interface et u est le saut de deplacement a 
travers de l'interface. L'existence d'un potentiel assure que le travail soit nul dans 
un cycle ferme. En effet, en considerant une direction normale et une direction 
tangentielle pour les contraintes et les deplacements, l'equation (1-18) peut etre 
re-ecrite sous la forme suivante : 
j(Tndun + Ttdut)>0 (1.19) 
ou les indices n et t font reference aux directions normale et tangentielle dans 
l'interface, respectivement. L'existence d'un potentiel 4>(un, ut) permet d'ecrire le 
4Dans les publications de Needleman l'equation (1.18) a un signe negatif. Cependant, le signe 
positif permet egalement d'obtenir un travail nul dans un cycle ferme. En effet, Gao et Bower 
(2004) ont utilise le potentiel de Needleman (1992) avec un signe positif. 
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vecteur de contraintes de la fagon suivante : 
Par le theoreme de Green qui stipule que §c(fdx + gdy) = J / 5 ( g f — j-)dxdy et 
comme il existe un potentiel (j) avec / = -^ et g — -^ alors gf = g , done l'integrale 
dans un cycle ferine devient nulle pour n'importe quelle trajectoire choisie. En effet, 
l'existence d'un potentiel assure <fT-du = 0. Done, le comportement de l'interface 
qui est modelise avec un potentiel est un comportement elastique (i.e. il n'y a pas 
des pertes d'energie). De plus, la direction tangentielle peut etre decomposee en 
deux directions orthogonales, ce qui donne un vecteur de contraintes ayant une 
composante normale et deux composantes tangentielles. Needleman (1987) a pro-
pose un potentiel du type polynomial par simplicite analytique. Dans des etudes 
posterieures (Needleman, 1990, 1992) et (Xu et Needleman, 1993, 1994a,b) ont pro-
pose des potentiels exponentiels et periodiques aim d'expliquer les comportements 
de l'interface. La figure 1.6 montre les contraintes normales que transmet l'interface 
pour deux types de potentiels : polynomial et exponentiel. 
D'autres formes mathematiques pour la loi de comportement de l'interface ont 
ete proposees sans assurer l'existence d'un potentiel. Cependant, ces formes mathe-
matiques sont simples et permettent de modeliser plusieurs comportements d'inter-
face obtenus experimentalement. Par exemple, (Tvergaard, 1990, 2003a,b) a pro-
pose un modele de cohesion base sur un parametre adimensionnel qui relie les de-
placements normal et tangentiels de l'interface. Tvergaard a etudie des materiaux 
composites a matrice metallique renforces par des particules afin de determiner la 
decohesion normale et /ou tangentielle des renforts. 
Geubelle et Baylor (1998) ont donne une relation de contrainte - deplacement 
bilineaire afin d'etudier le delaminage de materiaux composites stratifies soumis a 
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Figure 1.6 Contrainte nor male obtenue a partir des potentiels polynomial et ex-
ponentiel (Needleman, 1992). La contrainte normale est normalisee en fonction de 
la contrainte maximale {amax) que l'interface peut atteindre. Ainsi, les maximum 
des deux courbes correspondent a —Tn/omax = 1. La surface qui est definie par les 
courbes (polynomiale et exponentielle) represente le travail de separation. 
ont rajoute un facteur d'endommagement afin de tenir compte de l'irreversibilite 
inherente au processus. 
En effet, ce dernier type de loi de comportement est souvent utilise a cause 
de sa simplicite. D'un autre cote, les relations constitutives qui proviennent d'un 
potentiel sont plus difficiles a obtenir et les parametres qui definissent le poten-
tiel deviennent compliques a determiner. Cependant, les lois qui proviennent d'un 
potentiel permettent d'assurer les restrictions de la thermodynamique. 
Plusieurs travaux ont ete realises par rapport an developpement des elements 
finis d'interface : Hashagen et Borst (1997), Ortiz et Pandolfi (1999), Alfano et 
Crisfield (2001), Arun Roy et Dodds JR. (2001), Aoki et Suemasu (2003), Camanho 
et al. (2003), Segurado et LLorca (2004), Swaminathan et al. (2006), Turon et al. 
(2006) et Davila et al. (2007), entre autres. La plupart de ces travaux denotent 
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un probleme de convergence attribuable a la loi de comportement de l'interface. 
En effet, la degradation de la rigidite de l'interface est la cause du probleme de 
convergence. Done, au point d'instabilite (i.e. le point ou la contrainte maximale 
que l'interface peut supporter est atteinte) les methodes iteratives de resolution des 
problemes des elements finis n'atteignent pas la convergence. Differentes techniques 
ont ete developpees aim d'eviter ce probleme (Gao et Bower, 2004). D'un autre cote, 
Davila et al. (2007) ont introduit une regularisation visqueuse, laquelle avait ete 
proposee initialement pour le code de calcul ABAQUS. 
1.5.2 Approches d'homogeneisat ion analyt iques 
1.5.2.1 Materiaux elastiques lineaires 
Les premiers schemas d'homogeneisation analytiques ont ete developpes pour des 
materiaux elastiques lineaires. La plupart de ces modeles reposent sur le probleme 
de l'inclusion d'Eshelby (1957) (voir figure 1.7). Eshelby a trouve les champs de 
deformations et de contraintes qui se produisent dans le cas d'une inclusion ellipsoi-
dale plongee dans un milieu infini. La difference entre chaque methode analytique 
repose sur l'etape de localisation ou concentration. 
La methode Auto-Coherente consiste a noyer les inclusions dans un milieu ayant 
les proprietes du materiau homogeneise. Ceci fait que le probleme devient implicite 
et que les proprietes effectives doivent etre obtenues generalement par iterations. 
Ce schema a ete initialement utilise par Hershey et Dahlgren (1954) dans l'etude 
des polycristaux. Pour les materiaux composites a renforts spheriques Hill (1965a) 
et Budiansky (1965) ont applique cette methode. Ensuite, Hill (1965b) a applique 
ce schema sur des materiaux composites renforces par des fibres. De la meme ma-
niere Willis (1977) et Willis (1983) a utilise l'estimation auto-coherente pour des 
materiaux composites anisotropes. 
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Figure 1.7 Representation de l'inclusion ellipsoidale (I) plongee dans un milieu 
infini (V) et soumise a une deformation libre de contrainte (eT) (Levesque, 2004). 
La deformation dans l'inclusion est donnee par el = S : £T , ou S est le tenseur 
d'Eshelby. C est le tenseur de module du milieu infini et e est la deformation 
macroscopique appliquee. 
La methode de Mori-Tanaka (basee sur Particle de Mori et Tanaka (1973)) a ete 
interpreter plus clairement par Benveniste (1987). Cette methode considere l'in-
clusion noyee dans un milieu infini ayant les proprietes de la matrice. Weng (1984) 
a etudie le comportement effectif elastique de materiaux composites renforces par 
des inclusions spheriques en se basant sur cette methode. De plus, Tandon et Weng 
(1984) ont utilise ce schema afin d'etudier l'effet du rapport de forme sur les pro-
prietes effectives elastiques lineaires pour des materiaux composites renforces par 
des fibres unidirectionnelles. 
Torquato (1998) a obtenu des approximations du tenseur des modules pour des 
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composites renforces par des inclusions spheriques en utilisant des series d'expan-
sion. Pour obtenir les proprietes effectives, des parametres statistiques qui tiennent 
compte de la microstructure du materiau sont necessaires (Torquato, 1991). 
1.5.2.2 Materiaux viscoelastiques lineaires sans e n d o m m a g e m e n t 
L'homogeneisation des materiaux viscoelastiques lineaires a ete realisee en uti-
lisant le principe de correspondance viscoelastique et les transformers de Laplace-
Carson. Cette procedure consiste a appliquer la transformer de Laplace-Carson 
aux theories constitutives de la viscoelasticite lineaire et inserer ces proprietes me-
caniques dans les modeles d'homogeneisation des materiaux elastiques lineaires. 
Hashin (1965) a utilise ce principe afm d'obtenir les proprietes effectives de mate-
riaux composites isotropes. Posterieurement Hashin (1966) a rriene la ineme etude 
sur des materiaux composites renforces par des fibres unidirectionnelles. 
Wang et Weng (1992) et Levesque et al. (2004) (parmi d'autres) ont utilise ce 
principe avec la methode de Mori-Tanaka; Laws et McLaughlin (1978), Beurthey et 
Zaoui (2000) et Brenner et al. (2002) l'ont utilise avec la methode Auto-Coherente. 
1.5.2.3 Introduction de l 'endommagement dans les approches analy-
t iques 
Les modeles d'homogeneisation ont ete developpes initialement en considerant 
une cohesion parfaite entre le renfort et la matrice. Plusieurs etudes ont traite 
par une approche de la mecanique des milieux continus l'effet de la decohesion de 
l'interface renfort-matrice dans des materiaux composites elastiques. Par exemple, 
Benveniste (1984) et Benveniste et Aboudi (1984) ont etudie le comportement ef-
fectif de materiaux composites renforces par des fibres en considerant l'effet de la 
decohesion de l'interface. Posterieurement, Benveniste (1985) a utilise la methode 
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auto-coherente generalisee (Christensen et Lo, 1979) afin d'obtenir les proprietes 
effectives des materiaux composites renforces par des particules. Dans ces travaux 
de recherche, la decohesion de l'interface a ete simulee en satisfaisant une conti-
nuite sur les contraintes et sur les deplacements normaux dans l'interface mais 
en permettant une discontinuite sur les deplacements tangentiels (glissement des 
surfaces de l'interface). Hashin (1990, 1991) a utilise la methode auto-coherente 
generalisee pour des materiaux composites renforces par des fibres et des particules 
en considerant une discontinuite sur les deplacements normal et tangentiel. Ainsi, 
les separations normales et les glissements sont permis. L'effet de la cohesion im-
parfaite entre le renfort et la matrice a ete egalement etudie comme un probleme de 
superposition, en considerant le probleme de l'inclusion d'Eshelby et une disloca-
tion qui cause la decohesion. Dans ce contexte, on peut trouver les travaux de Mura 
(1984) et de Zhong et Meguid (1997, 1999), entre autres. Finalement, les methodes 
d'Eshelby et de Mori-Tanaka ont ete utilisees afin de determiner les proprietes effec-
tives des materiaux composites renforces par des particules en considerant une loi 
de comportement pour l'interface du type bilineaire irreversible (Tan et al., 2005a, 
2006). Plus recemment, la methode de Mori-Tanaka a ete utilisee pour determiner 
le comportement effectif elasto-plastique de materiaux composites renforces par 
des particules en utilisant une fonction de probability pour caracteriser revolution 
de l'endommagement par decohesion (Jian-guo et Fang, 2007). Cependant, il n'y a 
pas d'etude concernant l'homogeneisation analytique sur des materiaux composites 
viscoelastiques en tenant compte de l'endommagement. 
1.6 Conclusions 
Cette revue bibliographique permet de determiner a priori certaines etapes du 
projet de maitrise. D'abord, le VER est considere comme un cube contenant des 
renforts spheriques distribues aleatoirement dans l'espace. Par rapport aux condi-
tions aux limites, des conditions periodiques aux rives sont appliquees. Ainsi, la 
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taille du VER est atteinte plus rapidement. Done, a l'aide de la methode des ele-
ments finis, la modelisation des VERs est realisee. Ensuite, une comparaison avec 
des methodes d'homogeneisation analytiques est menee. Dans ce cas, l'endomma-
gement n'a pas ete considere. Afin de modeliser rendommagement par decohesion 
de Finterface renfort-matrice, un element fini d'interface est implements. La for-
mulation de l'element fini d'interface correspond a celle de Segurado et LLorca 
(2004). Le comportement de Finterface est defini par une relation constitutive bi-
lineaire. Ce choix est arbitraire et en fonction de la simplicite qu'elle entraine lors 
de la programmation. Comme s'est decrit dans la revue bibliographique, d'autres 
lois de comportement peuvent etre utilisees qui tiennent compte des phenomenes 
physiques. D'un autre cote, les proprietes des phases et de Finterface des mate-
riaux composites simules sont arbitraires. Les modeles d'elements finis pour les cas 
sans endommagement et avec endommagement seront abordes dans les chapitres 
suivants. 
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C H A P I T R E 2 
M O D E L I S A T I O N D U C O M P O R T E M E N T M E C A N I Q U E D E 
M A T E R I A U X C O M P O S I T E S S A N S E N D O M M A G E M E N T 
2.1 Introduct ion 
Les materiaux composites renforces par des particules sont surtouts recherches 
pour leurs performances en frottement et en usure, tandis que les materiaux com-
posites renforces par des fibres sont utilises pour leurs meilleures proprietes me-
caniques. Par exemple, certains pneumatiques sont constitues d'une matrice de 
polyisobutilene (polymere - elastomere) renforcee par des particules de carbone. 
Egalement, ce type de materiau composite est tres utilise dans la fabrication de 
joints d'etancheite et de parties non structurales d'automobiles. D'un autre cote, 
certains polymeres renforces par des billes de verre sont biocompatibles, alors ces 
materiaux sont utilises dans l'industrie biomedicale pour le developpement de pro-
theses (e.g. dentaires). Egalement, les materiaux composites a matrice metallique 
renforces par des particules sont tres utilises pour des parties structurales dans 
l'industrie automobile et aerospatiale (e.g. disques de freins, cylindres de moteurs, 
panneaux, etc.). Ainsi, la connaissance et la prediction du comportement mecanique 
de ce type de materiau composite permettent de realiser des choix appropries sur 
leurs constituants, leur utilisation, etc. 
Le developpement des modeles elements finis sans tenir compte de l'endommage-
ment a conduit a une publication (Barello et Levesque, 2008). Celle-ci est presentee 
a l'Annexe I. Ce chapitre est dedie a la description de ces modeles. Etant donne que 
les phases du materiau composite sont considerees comme viscoelastiques lineaires, 
une procedure numerique est developpee afin de calculer les proprietes effectives du 
materiau composite. Certains resultats sont presentes dans ce chapitre. Cependant, 
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il est suggere au lecteur de se referer a 1'Annexe I pour plus de details. 
2.2 Obtent ion du modele e lements finis 
D'abord le VER est considere comme un cube ou cellule unitaire contenant des 
renforts spheriques distribues aleatoirement dans l'espace. Ann d'obtenir la distri-
bution aleatoire des spheres pour chaque VER, l'algorithme « Random Sequential 
Adsorption » (RSA) est utilise (Segurado et LLorca, 2002). Etant donne que les 
conditions aux rives periodiques permettent une convergence plus rapide a la taille 
du VER (Kanit et al., 2003), des VERs periodiques sont generes. La figure 2.1 
montre une microstructure periodique ou la sphere j est repetee par periodicite sur 
chaqtie cote. La sphere i est dans le cube et sera placee au meme endroit des cubes 
adjacentes. Finalement, afin d'appliquer les conditions aux rives periodiques, une 
cellule unitaire periodique de volume L3 contenant une distribution aleatoire des 
billes doit etre obtenue. Pour ce faire, les positions du centre de chaque particule 
sont generees aleatoirement et sequentiellement. Les billes doivent verifier certaines 
conditions de distance entre elles et avec les cotes du cube pour que le nombre d'ele-
ments distordus soit minimal. Les spheres ont un rayon r. Ainsi chaque sphere i 
est acceptee si les coordonnees du centre x% verifient les deux conditions suivantes : 
1. Les distances entre la sphere i et toutes les spheres acceptees precedemment 
j = 1 , . . . . , i — 1 doivent exceder une valeur minimale Si determinee par essais 
et erreurs afin de creer un maillage avec un nombre des elements distordus mi-
nimal. En plus, cette condition doit etre verifiee avec les spheres generees par 
periodicite. Mathematiquement cette condition peut etre exprimee comme : 
l l ^ - ^ + ZiH > si (2.1) 
ou h = (h,k,l). h, k et I peuvent prendre les valeurs 0, L, —L et done on 




Figure 2.1 Spheres generees par periodicite de la sphere j . La sphere i doit verifier 
les conditions de distance avec la sphere j et celles generees par le vecteur h. 
est defini dans un systeme d'axes cartesien qui a l'origine sur le coin (0, 0, 0) 
de la cellule unitaire. Done, le cas ou h = (0,0,0) correspond a la sphere 
j . Les autres 26 possibilites regroupent les spheres generees par periodicite 
de la sphere j . La figure 2.1 montre un exemple. La sphere j a ete acceptee 
precedemment et trois spheres sont generees dans le cube par periodicite. 
Alors, la sphere i doit verifier les conditions de distance avec la sphere j et 
les trois spheres generees a cause de la periodicite. 
2. La surface de la sphere ne doit pas etre trop proche des faces du cube afin 
de prevenir la presence d'elements distordus lors de l'operation de maillage. 
Ceci conduit a : 
\x\-r\ >s2; k = 1,2,3 
\xlk + r- L\ > s2; k = 1,2,3 
(2.2) 
Afin d'obtenir la distribution aleatoire des centres des billes, un programme 
MatLab a ete developpe. Le maillage est realise avec le pre-processeur d'ANSYS. Le 
programme MatLab genere automatiquement le fichier macro d'ANSYS (fichier de 
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Figure 2.2 Distribution aleatoire des renforts obtenue pour une fraction volumique 
de 20% et VER de 40 spheres. 
commandes), ce qui permet d'automatiser la generation des maillages. 
Ce programme MatLab est constitue par a) une partie principale ou centrale 
(MAIN) ou l'utilisateur fournit les donnees necessaires (i.e. la fraction volumique 
des renforts, nombre des spheres, longueur du cote du cube, les parametres Si et 
S2) etc.) ; b) deux fonctions qui determinent les coordonnees du centre de ohaque 
sphere en respectant les conditions enoncees dans les equations (2.1) et (2.2) et 
c) une fonction qui genere le fichier de commandes d'ANSYS lorsque la distribution 
aleatoire des spheres a ete obtenue. 
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Figure 2.3 Configuration finale de la cellule unitaire. Fraction volumique de 20% 
et VER de 40 spheres. 
Ainsi, une fois la distribution aleatoire des billes obtenue (la figure 2.2 montre 
la distribution initiale des renforts), les spheres qui coupent une face sont copies 
a la face opposee. Ensuite, une operation booleenne de partition sur les volumes 
est appliquee. Finalement tous les volumes qui sont en dehors de la cellule unitaire 
sont effaces. La configuration finale des renforts pour une fraction volumique de 
20% et 40 spheres est illustree a la figure 2.3. 
Etant donne que des conditions aux rives periodiques sont imposees aux VERs, 
les maillages des faces opposees de la cellule unitaire doivent etre coincidents afin 
d'imposer des equations de contraintes. Ainsi, le maillage des VERs est fait en 
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deux etapes en utilisant deux type d'elements differents. D'abord, trois faces de 
la cellule unitaire (par exemple x± — 0, x2 = 0 et x3 = 0) sont maillees a l'aide 
des elements de surface triangulaires a 6 nceuds. Ensuite, ces maillages sont copies 
aux faces opposees (x\ = L, x2 = L et x3 = L, etant L la longueur du cote 
de la cellule unitaire). Finalement, les volumes sont mailles a l'aide des elements 
tetraedres quadratiques, de telle sorte que les nceuds des faces soient coincidents 
avec les nceuds des elements solides. Une fois que le maillage des solides est genere, 
les elements de surface sont effaces. 
Des equations de contraintes doivent etre imposees arm de verifier des conditions 
aux rives periodiques. Afin de trouver une relation entre les points places sur des 
faces opposees de la cellule unitaire, on procede de la fagon suivante : par exemple 
si on prend les faces a x\ = 0 et x\ = L en utilisant l'equation (1.7) on obtient : 
11(0,2:2,23) - E ° - (0,x2,x3) = u*(0,x2,x3) 
(2.3) 
u(L, x2, x3) - E • (L, x2, x3) = u*(L, x2, x3) 
Comme u* est une fluctuation periodique, alors w*(0, x2l x3) = u*(L, x2, x3). Ainsi, 
on obtient : 
u(0, x2, x3) + E° • (L, 0, 0) = u(L, x2, x3) (2.4) 
Ainsi, la fluctuation (it*) est eliminee avec 1'ensemble d'equations suivant : 
M(0, X2, X3) + E° • (L, 0,0) = u(L, x2, x3) 
u(x1,0,x3)+E°-(0,L,0) = u{xuL,x3) (2.5) 
u(xi,x2,0) + E° • (0,0,L) = u(xi, x2, L) 
De plus, dans los modclcs elements finis on doit prevenir les inouveinents rigides, 
done on fixe un point, par exemple : u(0) — 0. Ainsi, les composantes de E° peuvent 
etre obtenues en fonction des deplacements de certains nceuds et des relations entre 
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ces deplacements sont etablies a cause de la symetrie de E°, ou : 
ui(L,0,0) „ MLA?) _ u3(L,0,0) 
— &U, J — Jil2> j — ^13 
Ui(0,L,0) u2(ilL,0) VO, £,0) „ (9(]) 
= Jb 2 i , = ii22> j = ^23 \
Z-°) 
m(o,o,£) P ^(0,0, L) 1*3(0, o,£) „ 
7 = ^ 3 1 , 7 — ^ 3 2 , j — £J33 
Les conditions periodiques (equations (2.5)) sont appliquees aux VERs a l'aide 
d'equations de contrainte. Ainsi, des relations entre les translations de chaque face 
opposee doivent etre obtenues a partir des equations (2.5) et (2.6). Par exemple si 
on developpe la premiere equation de l'ensemble (2.5) avec les relations (2.6) on 
obtient : 
{Ul, M2, W3}fo,x2,x3) + {
Wl> M2 ' W3}^L,0,0) = K ' w2, M ^ L , ^ ) (2.7) 
L'equation (2.7) represente un ensemble de trois equations de contraintes entre 
les translations des noeuds places a x\ = 0, X\ = L et le nceud place au coin 
(L, 0,0). Les equations de contraintes restantes sont obtenues de la meme facon. 
Cependant, l'ordre d'application des equations est important au niveau du code 
d'elements finis. Ceci est attribuable au fait qu'un degre de liberte peut etre esclave 
une seule fois. Par contre, les degres de liberte qui apparaissent dans les coins et 
les aretes font partie de plusieurs equations de contrainte. Done, des sous-groupes 
d'equations sont dermis pour les aretes et pour les coins de la cellule unitaire aim 
d'eviter qu'un meme degre de liberte soit esclave plus d'une fois. 
Compte tenu que les calculs sont realises avec le code de calcul ABAQUS, les lignes 
de commandes d'ABAQUS sont generees a l'aide d'un programme code en Python. 
Celui-ci utilise l'information reliee aux noeuds et aux elements qui a ete generee 
par ANSYS. Ensuite, ce programme genere le fichier de commandes d'ABAQUS. 
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2.3 Evaluation des contraintes 
Etant donne que des conditions aux rives periodiques sur les deplacements sont 
imposees, la deformation moyenne de la fluctuation periodique devient nulle, ainsi 
la deformation macroscopique de la cellule unitaire devient le tenseur E°. La section 
1.3 porte sur les conditions aux rives et la definition des tenseurs de deformations 
et de contraintes macroscopiques. 
La contrainte macroscopique est definie par : 
£° = <<x> = - ^ f * (x )dV (2.8) 
C'est-a-dire que la contrainte macroscopique est la moyenne volumique du champ 
de contraintes sur le volume deforme du VER (Koutznetsova et al., 2001). Puisque 
l'integration numerique est utilisee dans la methode d'elements finis, une portion du 
volume de chaque element est attribuee a chaque point d'integration. C'est sur ceux-
ci que les contraintes sont calculees. Ainsi, une moyenne volumique sur les points 
d'integration peut etre etablie afin de calculer la contrainte globale. Cette operation 
peut etre faite a l'aide d'une sous-routine : URDFIL (ABAQUS, 2004a). Cette sous-
routine permet d'acceder au fichier des resultats lors d'une simulation. Done, a la 
fin de chaque increment, il est possible d'obtenir les valeurs des contraintes et des 
volumes sur chaque point d'integration. 
De plus, les contraintes calculees par ABAQUS constituent les composantes du 
tenseur de contraintes de Cauchy. Ces contraintes sont egalement appelees des 
« vraies contraintes ». 
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2.4 Descr ipt ion des s imulations 
Les materiaux composites etudies dans ce memoire sont constitues de phases 
viscoelastiques lineaires. ABAQUS permet de simuler le comportement de tels ma-
teriaux. Avant de continuer la description des simulations elements finis realisees 
certains concepts et terminologie de la loi de comportement viscoelastique lineaire 
doivent etre expliques. 
2.4.1 Loi de comportement viscoelast ique lineaire 
Lorsqu'un corps est soumis a des contraintes e t /ou des deformations, des meca-
nismes de deformation (plasticite, glissement dans un polymere, etc.) se mettent 
en branle. Generalement, ces mecanismes evoluent sur un certain laps de temps 
qui varie d'un materiau a 1'autre. Par exemple, pour les materiaux metalliques a 
temperature ambiante (comportement elastique), la reponse a une sollicitation est 
instantanee, alors que pour un polymere la reponse n'est pas tout a fait instan-
tanee (comportement viscoelastique). Ainsi, une combinaison des proprietes pure-
ment visqueuses et purement elastiques donne la naissance aux materiaux visco-
elastiques. Dans le cas d'un materiau purement visqueux l'energie fournie par la 
sollicitation est dissipee, tandis que dans un materiau purement elastique l'ener-
gie est emmagasinee et peut etre recuperee completement apres 1'enlevement de la 
charge. 
Plusieurs approches ont etes developpees afin de decrire la loi de comportement 
de ces materiaux. Une des approches classiques relie le comportement viscoelastique 
aux combinaisons de ressorts et d'amortisseurs. La combinaison de ces unites peut 
etre realisee en serie ou en parallele. De plus, les ressorts ont un comportement 
purement elastique et les amortisseurs ont un comportement purement visqueux. 
Ainsi, le mot viscoelastique decoule de ces types de modeles. D'autres approches 














Figure 2.4 Modeles mecaniques de (a) Maxwell, (b) Voigt et (c) Lineaire Standard. 
les principes de la thermodynamique. 
Dans le cas de combinaisons de ressorts et d'amortisseurs on peut trouver trois 
types de modeles mecaniques classiques. La figure 2.4 (a) montre le modele de 
Maxwell, 2.4 (b) le modele de Voigt et 2.4 (c) le modele lineaire standard. Tous ces 
modeles sont des combinaisons des ressorts lineaires avec des constantes de ressort 
kfj, et des amortisseurs avec des coefficients de viscosite dv. Un ressort lineaire pro-
duit une deformation instantanee proportionnelle au chargement. Un amortisseur 
produit une vitesse proportionnelle au chargement a chaque instant. II est possible 
d'obtenir les relations entre les deplacements et les forces pour chaque modele. Par 




avec / = j£- L'equation (2.9) represente une equation differentielle liant les forces 
et les deplacements appliques sur ce modele. 
II est possible de resoudre cette equation a l'aide de la transformee de Laplace 
et les proprietes de convolution. Ainsi, si Porigine du temps est prise au moment 
d'initiation du mouvement et du chargement, il est possible d'obtenir l'elongation 
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totale u(t) comme une sommation sur toute l'histoire de chargement F(t), done : 
u(t)= I c(t-T)^f(r)dT (2.10) 
Jo dr 
Une forme semblable peut etre obtenne si les roles de F et u sont echanges, ce qui 
donne : 
F(t) = f\(t-T)^(T)dT (2.11) 
Les equations (2.10) et (2.11) appartiennent a la formulation de Boltzmann 
(Ludwig Boltzmann, 1844 - 1906) du comportement viscoelastique lineaire pour le 
cas simple d'un barreau. La fonction c(t) est appelee « complaisance de fluage » 
alors que k(t) est appellee « module de relaxation ». Ces fonctions constituent des 
caracteristiques du materiau. 
Les approches thermodynamiques (par exemple Schapery (1969)) permettent 
d'obtenir une relation entre les contraintes et les deformations tout en respectant les 
principes de la thermodynamique. Levesque (2004) a utilise 1'approche de Schapery 
et obtenu une relation entre les contraintes et les deformations dans un materiau 
viscoelastique. D'autres auteurs ont cherche des formes plus generales pour definir 
le comportement viscoelastique lineaire. Par exemple, Bouleau (1991, 1999) donne 
la forme suivante pour le module de relaxation en cisaillement : 
dp,(T)+(i" (2.12) 
ou dfi(r) est une mesure definie positive sur M*+ e]0, oo[ et ji" represente la reponse 
elastique du materiau ([/," > 0). d/2(r) est appele spectre de relaxation. 
Dans le cas ou la mesure positive est definie par une sommation d'impulsions 
Dirac, le module de relaxation en cisaillement devient la forme typique des combi-
ne 




naisons des ressorts - amortisseurs donnee par : 
+ / / (2.13) 
II est possible de simuler de tels materiaux avec le code de calcul ABAQUS en nor-
malisant la forme presentee ci-dessus par le module de relaxation en cisaillement 
instantane. Cette forme est communement appelee serie de Prony. 
2.4.2 Simulations e lements finis 
La cellule unitaire a un volume de 10 x 10 x 10 mm3 . Ce choix est arbitraire et 
l'utilisation d'une autre longueur du cote de la cellule unitaire conduirait aux memes 
resultats, pour une meme fraction volumique et nombre des renforts dans le VER. 
Des simulations d'essais de relaxation sont realisees. Dans un essai de relaxation 
les deformations er sont appliquees soudainement a t = 0 et maintenues constantes 
alors que les contraintes sont mesurees au fur et a mesure le temps avance. Ainsi, 
on a applique une deformation macroscopique Ei2 et on a mesure la contrainte 
macroscopique £12. Comme ce n'est pas possible d'appliquer numeriquement une 
fonction echelon du type Ei2(i) = E°2H(i), H(t) etant la fonction d'Heaviside, la 
deformation doit etre appliquee sous la forme d'une rampe. La figure 2.5 montre la 
fonction rampe utilisee pour Papplication de la deformation macroscopique. Ainsi, 
le temps initial d'application de la deformation a ete 5xlCT5 seconde et le temps 
final de calcul a ete 5 secondes. Nous avons observe que Papplication de la defor-
mation en l x l O - 7 seconde a produit une difference de moins de 0.02% dans les 
contraintes mesurees a ce temps par rapport aux contraintes mesurees a 5 x l 0 - 5 
seconde lorsque E°2 est appliquee en 5 x l 0 ~
5 seconde. Ainsi, il est raisonnable de 
considerer £12(t = 5 x 10~5) = £12(t = 0). Les phases sont considerees visco-
elastiques lineaires, isotropes, incompressibles et Maxwelliennes. Ainsi, la loi de 
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Figure 2.5 Fonction rampe utilisee pour l'application de la deformation macrosco-
pique Ei2 . 
comportenient de chaque phase est donne par : 
(2.14) 
ou $ et Ti sont le module de cisaillement instantane et le temps de relaxation de 
la phase i, respectivement. 
Les valeurs utilisees pour les phases constituant le materiau composite sont don-
nees au tableau 1 de l'Annexe I (page 112). Etant donne qu'on s'interesse aux me-
thodes d'homogeneisation, celles-ci ne tiennent pas compte des unites. Par contre, 
le contraste entre les proprietes ainsi que les fractions volumiques des renforts sont 
des facteurs importants dans les techniques d'homogeneisation. Le contraste est 
le rapport entre les proprietes des renforts et celles de la matrice. En fait, deux 
contrastes (77) entre les proprietes des phases sont etudies (77 = 10 et 77 = 100). Ces 









de chaque phase. 
La taille du VER est determinee en variant le nombre de spheres dans la cel-
lule unitaire. Plusieurs simulations sont realisees sur des VERs ayant les memes 
caracteristiques. Done, dependant la fraction volumique des renforts, des modeles 
elements finis de VERs ayant 5, 10, 15, 20, 25, 30, 40 et 50 renforts sont generes. 
Ainsi, si la valeur moyenne obtenue ne change pas significativement entre deux 
tailles de VERs, la taille du VER a ete atteinte. De plus, l'isotropie est verifiee 
en appliquant une deformation E12, E13 et E23 separement et en verifiant que les 
contraintes globales mesurees sont approximativement egales. Egalement des etudes 
de convergence du maillage sont conduites. Les phases etant maxwelliennes, au fur 
et a mesure que le temps avance les contraintes s'approchent vers zero. Ainsi, on 
peut mesurer les contraintes au temps initial de calcul pour differentes tailles de 
maillage pour un meme modele. La figure 2.6 montre l'effet de la taille du maillage 
dans le cas ou la fraction volumique C = 10% et le contraste 77 = 10. Cinq tailles 
differentes de maillage sont etudiees et une comparaison entre les contraintes me-
surees au temps initial du calcul est etablie. Cette etude montre que l'utilisation de 
3 x 106 degres de liberte permet d'obtenir un resultat precis. En effet, la variation 
entre la contrainte macroscopique £12 mesuree au temps initial entre le maillage 
le plus raffine et celui contenant 3 x 106 degres de liberte est approximativement 
1,1%. 
2.5 Proprietes effectives du materiau composite 
Etant donne que les deformations sont imposees, les contraintes sont mesurees 
en utilisant la sous-routine URDFIL. Une fois les contraintes et les deformations 
calculees, le module de relaxation en cisaillement peut etre obtenu pour chaque 
temps de calcul. Cependant, l'equation (2.12) montre que le module de relaxation 
en cisaillement depend du temps et done, le spectre de relaxation doit etre obtenu. 
Le spectre de relaxation peut avoir une nature discrete (impulsions de Dirac), une 
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Figure 2.6 Effet de la taille du maillage pour ( = 10% et r\ = 10 sur la contrainte 
macroscopique S 1 2 (Barello et Levesque, 2008). Les valeurs de contrainte macro-
scopique E1 2 correspondent au premier temps de calcul. 
nature continue (une fonction continue quelconque) ou bien une combinaison des 
deux. Plusieurs methodes ont ete developpees arm d'obtenir le spectre de relaxation 
a partir de la connaissance du module de relaxation. Cependant, la plupart de ces 
methodes peuvent conduire a des resultats ne respectant pas les restrictions impo-
sees par la thermodynamique. De plus, les methodes developpees ne permettent pas 
de predire si la nature est continue ou discrete. Dans le cadre de ce pro jet de mai-
trise, une procedure est developpee arm d'obtenir le spectre de relaxation effectif 
a partir des simulations elements finis. Cette procedure permet de representer une 
nature discrete, continue ou combinaison des deux. Egalement, celle-ci s'assure que 
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Figure 2.7 Fonction d'essai pour approximer un spectre de relaxation continu 
/4pp(£) (Barello et Levesque, 2008). Par exemple, le spectre continu H2(T) est de-
fini par une interpolation lineaire entre les valeurs du spectre a T\ et T-I- Ag(r2) 
represente la difference entre ces deux valeurs d'intensite. 
2.5.1 Procedure pour obtenir le spectre de relaxation a partir des si-
mulations elements finis 
La procedure definit des approximations du spectre de relaxation selon la nature 
consideree. Done, pour un spectre discret le module de relaxation en cisaillement 
peut etre exprime de la facon suivante : 
" d 
fj,(t) = n" + ^jT IM exp 




ou rid est le nombre des temps de relaxations discrets, /i" est la reponse a t = oo, 
dite aussi elastique car a t = oo e'est uniquement le ressort qui agit, //j est l'intensite 
de l'impulsion Dirac (intensite de la ligne spectrale) et Tj est le temps de relaxation 
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de la ligne spectrale i. Dans cette procedure les temps de relaxation sont definis a 
priori selon la metliode de Levesque et al. (2007) : 
Ti (2.16) 
avec i = 0,1, ...,nd — 1 
Cette relation fait en sorte que les temps de relaxation sont distribues lineaire-
ment sur une echelle logarithmique. Cette relation a ete obtenue par essais et er-
reurs. Le parametre 6 determine l'intervalle dans lequel les temps de relaxation sont 
distributes entre #min et #max. Ann de rencontrer les restrictions imposees par la 
thermodynamique un changement de variable est defini. ^ est defini comme nlPPi • 
La reponse elastique ji" peut etre mesuree a partir des simulations elements finis. 
Neanmoins, comme les phases sont Maxwelliennes celle-ci devient nulle. Par gene-
ralite, // ' est retenu dans le developpement car la procedure peut etre utilisee pour 
d'autres types des materiaux viscoelastiques. Alors, la fonction d'essai suivante est 
proposee pour le module de relaxation en cisaillement approxime : 
A*app(*) = V" + ] [ ] ^apPi
 e x P (2.17) 
i = l 
oil l'exposant « d » indique la formulation du spectre discret. Alors, les parametres 
/iapp. peuvent etre determines en posant le probleme d'optimisation suivant : 
M nd 
inf Ej = inf Yy^iU) - /^app(*i)]2 avec A<0) = n" + £ ^ (2.18) 
1 = 1 1 = 1 
ou M est le nombre de points simules, [irea\(ti) est le module de relaxation en cisaille-
ment mesure au temps ij a partir des simulations elements finis, E\ est la somme des 
[MreaK î)— Mapp(^)]2- Une equation de contrainte est introduite afm d'assurer que les 
reponses instantanees mesurees et approximees soient les memes. En effet, le spectre 
de relaxation doit etre capable de retrouver la reponse instantanee du probleme. 
Le logiciel utilise pour resoudre ce probleme d'optimisation est Mathematica. La 
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fonction utilisee est M i n i m i z e et l'algorithme choisi est RandomSearch. 
Dans cette etude, un spectre continu a ete approxime par une interpolation 
lineaire entre les intensities du spectre H(TJ_I) et H(ri) aux temps Tj_i et rt respec-
tivement. La figure 2.7 montre la fonction d'essai utilise pour le spectre continu. 
L'interpolation lineaire devient : 
Hi(r)= (|>0(ra)j + ( 
T ~ Tj-i 
Ti - T j _ i 
Agin) pour Tj_i < r <n (2.19) 
Le module de relaxation est approxime par : 
n° 1 rTi+i 
KppW = »"+J2 / exp Ht(T)dT (2.20) 
ou nc represente le nombre de H(ji) utilises dans l'interpolation. Pour que le spectre 
de relaxation verifie les restrictions de la thermodynamique (H(T) > 0), les equa-
tions de contraintes suivantes doivent etre imposees : 
CEi = Y^ &g{rs) > 0 pour i = 1 a a nr f2.2r 
s = l 
Le spectre de relaxation continu est obtenu a partir du probleme suivant : 
Ag(r s) Ag(Ts) *—f 
ou E\ est la somme des [/ireai(^) - /4>p(*i)]
2-
(2.22) 
En procedant de maniere analogue, un spectre de relaxation ayant des parties 
discretes et continues peut etre obtenu en approximant le module de relaxation en 
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cisaillement de la fagon suivante : 
« d 
^aJ'p( i)=/ + X)^pp j
exP 
i=l 
T i c - 1 
3 = 1 JT 
Tj + l 
exp 
Le probleme d'optimisation suivant est pose : 
Hj{T)dr (2.23) 
inf E2c+d = inf T^^-^tp^)}
2 
i 
avec CEi = J ^ A#(r s) > 0 
s=l 
(2.24) 
ou £^+ d est la somme des [/ireai(^)
 — ^tppiU)]2- Etant donne que les resultats op-
timaux approximent l'egalite des reponses instantanees mesuree et approximee, 
l'equation de contrainte qui impose cette condition a ete enlevee. De plus, ceci 
diminue la charge informatique necessaire pour la resolution du probleme d'opti-
misation. 
Le spectre de relaxation effectif est obtenu en plusieurs etapes. D'abord un 
spectre discret est obtenu en utilisant l'equation (2.18) en determinant par essais et 
erreurs les parametres 0max, Qm.in et les Tj. Ensuite, la meme procedure est appliquee 
afin d'obtenir un spectre continu optimal en utilisant l'equation (2.22). Finalement, 
les deux spectres optimaux sont combines et des nouveaux essais sont realises afin 
de trouver les valeurs des r, discrets et continus qui solutionnent le probleme (2.24). 
Ainsi, le but de chaque probleme est de minimiser E'f. La nature du spectre est 
determinee par la valeur minimale de Ef, e.g. si E^+d < E\ < E
2
C le spectre de 
relaxation a une nature discrete et continue. 
La procedure a ete validee en prenant des valeurs numeriques d'un spectre de re-
laxation connu. Pour plus des details sur la validation de la procedure voir l'Annexe 
I (page 119). 
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2.5.2 Spectres de relaxation obtenus par des techniques d'homogenei-
sation analyt iques 
Les methodes d'homogeneisation analytiques permettent de predire le spectre 
de relaxation effectif du materiau composite. Cependant, la nature du spectre est 
differente selon la methode utilisee et ce, pour le meme materiau. Les schemas 
d'homogeneisation analytiques utilises dans cette etude sont : Mori - Tanaka (MT), 
Auto-Coherent (en anglais « Self-Consistent » ; SC ), et Torquato (TOA). Ces me-
thodes ont ete developpees pour des materiaux composites constitues de phases 
elastiques. Le principe de correspondance viscoelastique stipule que si les proprietes 
effectives elastiques sont connues, les proprietes effectives viscoelastiques peuvent 
etre obtenues en utilisant celles elastiques dans le domaine de Laplace - Carson1. 
En d'autres mots, en appliquant l'inverse de la transformee de Laplace - Carson 
sur les reponses elastiques, les reponses temporelles viscoelastiques sont obtenues. 
La methode de MT est utilisee selon les resultats de Wang et Weng (1992). 
Alors, pour un materiau composite renforce par des renforts spheriques distribues 
aleatoirement dans l'espace, le module de cisaillement dans le domaine de Laplace 
- Carson est defini par (Wang et Weng, 1992) : 
^ = ^ + ^i (2.25) 
ou kQL, $ L , Co sont les modules de compressibilite et de cisaillement dans le do-
maine de Laplace - Carson et la fraction volumique de la matrice, respectivement. 
/ifL et C\ est le module de cisaillement dans le domaine de Laplace - Carson et la 
fraction volumique des renforts, respect ivement . De plus, les phases e t an t incom-
xLa transformee de Laplace - Carson est donnee par f*(s) = s J_ f(t) exp[—si\dt, ou f*(s) 
est la transformee de Laplace - Carson de la fonction f(t) et s est la variable de Laplace. 
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pressibles (ki —> oo) l'equation (2.25) devient : 
^ = ^ + i C l , j ^ _ (2-26) 
M?L-M?L ^ 15/#L 
Le module de cisaillement dans l'espace temporel est obtenu en appliquant 1'in-
verse de la transformee de Laplace - Carson a l'equation (2.26). Le spectre effectif 
de relaxation obtenu avec la methode de MT donne une nature discrete constitute 
de deux lignes spectrales. De plus, un des temps de relaxation coincide avec le 
temps de relaxation de la matrice. La forme analytique du spectre de relaxation 
obtenu par la methode de MT peut etre exprimee par : 
/i(t) = «i exp [—T0t] + a2 exp [—r
At] (2.27) 
ou les fractions volumiques CQ et c\, les modules de cisaillement instantanes de 
la matrice et des renforts et d'autres constantes provenant du tenseur d'Eshelby 
interviennent dans les constantes c^ et rA et To correspond au temps de relaxation 
de la matrice. 
La methode SC est utilisee selon les resultats de Beurthey et Zaoui (2000) et 
Brenner et al. (2002). L'equation quadratique suivante permet d'obtenir le mo-
dule de cisaillement effectif pour un composite renforce par des renforts spheriques 
distribues aleatoirement dans l'espace : 
A^'2 + Bn' + (7 = 0 (2.28) 
ou u! = •*-, A = 1, B = i+^iHi + sc^s e t C = ^m_ A f i n d'obtenir le module de 
cisaillement effectif//, l'equation (2.28) doit etre traitee dans le domaine de Laplace 
- Carson et ensuite pour obtenir la reponse temporelle, l'inverse de la transformee 
Laplace - Carson est appliquee. Le spectre de relaxation effectif obtenu avec la 
methode SC pour des materiaux composites ayant des phases Maxwelliennes et 
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incompressibles est constitue d'une partie continue dominante et une ligne spectrale 
qui a le meme temps de relaxation que la matrice. La forme analytique du spectre 
de relaxation obtenu a partir de la methode SC peut etre representee par : 
rB 
H(t) = «i exp [-T0t] + / exp [-t/r] d/i(r) (2.29) 
JrA 
ou cci , TA, TB et d/t(r) sont des fonctions des fractions volumiques Co et Ci et des 
modules de cisaillement instantanes de la matrice et des renforts et To correspond 
au temps de relaxation de la matrice. 
La methode de TOA (Torquato, 1998) fait apparaitre des parametres qui de-
pendent de la microstructure etudiee (Torquato, 1991). Le module effectif en ci-
saillement pour des materiaux composites renforces par des spheres distributes 
aleatoirement dans l'espace pour des phases incompressibles est donne par : 
^ = ^ o _ r ^ — £ K * — 2-30 
1 - Dei - ~D2c0r)2 
o u D = ^VT0 et r]2 est le parametre statistique qui depend de la microstructure. 
En effet, ce parametre est calcule a partir d'une integrale qui tient compte de 
la probabilite de distribution de phases. II depend done de la fraction volumique 
des renforts et des caracteristiques particulieres de la microstructure (distribution 
de spheres, distribution de cylindres, spheres impenetrables, spheres totalement 
rigides, etc.). 
Le schema de TOA conduit a un spectre de nature discrete constitue de trois 
lignes spectrales. Une de ces lignes correspond au temps de relaxation de la matrice. 
La forme analytique du spectre de relaxation obtenu a partir de la methode de TOA 
est exprimee par : 
n{t) = OL\ exp [—r0t] + a2 exp [—r
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Figure 2.8 Spectres de relaxation obtenus par les differents schemas analytiques 
pour une fraction volumique ( = 20% et un contraste entre les phases 77 = 10. 
MT : Mori - Tanaka, SC cont : Auto-Coherent partie continue, SC disc : Auto-
Coherent partie discrete et TOA : Torquato (Barello et Levesque, 2008). 
ou les constantes aj , rA et TB sont des fonctions des fractions volumiques CQ et 
Ci, des modules de cisaillement instantanes de la matrice et des renforts et du 
parametre 772 et r0 correspond au temps de relaxation de la matrice. 
La figure 2.8 montre les spectres de relaxation obtenus pour toutes les methodes 
d'homogeneisation analytiques etudiees. 
2.6 Resul ta t s et discussions 
Quatre fractions volumiques sont etudiees : 10%, 15%, 20% et 25% avec un 
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Figure 2.9 Module de relaxation moyen pour chaque taille de VER (15, 30, 40 et 
50 spheres). ( = 25% et 77=10. Les barres d'erreur correspondent des intervalles 
de confiance de 95% en considerant une distribution gaussienne sur les valeurs 
moyennes. (Barello et Levesque, 2008). 
des renforts et celles de la matrice) et deux fractions volumiques 10% et 20% avec 
r\ = 100. Dans cette partie les resultats relies a la fraction volumique 25% sont 
presentes. En effet, des conclusions similaires peuvent etre obtenues a partir des 
autres fractions volumiques. L'Annexe I contient tous les resultats (voir les pages 
113 a 115 et les pages 121 a 125). 
La taille du VER est determinee pour chaque fraction volumique et rapport 
des proprietes. La figure 2.9 montrel 'c tudc dc la taille du VER pour une fraction 
volumique des renforts de 25% et 77 = 10. Six simulations ont ete faites pour 
chaque VER ayant les memes caracteristiques. Les barres d'erreur correspondent 
aux intervalles de confiance de 95% pris sur les valeurs moyennes en considerant 






Module de relaxation effectif [Pa] 
77 = 10 
11,1 x 107 
12, 76 x 107 
14,51 x 107 
16,86 x 107 
77=100 
1,28 x 107 
-
2,075 x 107 
-
Tableau 2.1 Module de relaxation effectif en cisaillement calcule pour le premier 
temps de calcul pour tous les materiaux etudies. Pour 77 = 10 le module de relaxa-
tion instantane pour la matrice est 8, 67 x 107 Pa et pour les renforts est 8, 67 x 108 
Pa. Pour 77 = 100 le module de relaxation instantane pour la matrice est 8,67 x 106 
Pa et pour les renforts est 8, 67 x 108 Pa. 
volumiques une difference significative statistique entre la taille du VER la plus 
grande est celle la plus petite. Etant donne que la variability diminue lorsque la 
taille du VER augmente, les valeurs des simulations qui appartiennent a la taille 
du VER plus grande sont prises pour le calcul des proprietes effectives. Done, les 
valeurs moyennes de 6 simulations qui correspondent a la taille du VER de 50 
spheres sont utilisees pour le calcul du spectre et module de relaxation. 
Le spectre de relaxation effectif calcule a partir des simulations en utilisant la 
methode developpee dans la section 2.5.1 a une partie discrete dominante et une 
partie continue negligeable. En effet, si la partie continue du spectre de relaxation 
obtenu numeriquement n'est pas incluse dans le module de relaxation approxime, 
les valeurs du module de relaxation calculees a partir de cette approximation collent 
a celles obtenues a partir des simulations elements finis. La figure 2.10 montre les 
spectres de relaxation obtenus en utilisant toutes les methodes analytiques d'ho-
mogeneisation et la procedure developpee, pour une fraction volumique £ = 25% 
et 77 = 10. Deux echelles differentes sont utilisees afin de qu'il soit possible d'obser-
ver la partie continue du spectre de relaxation approxime. Ce type de resultat est 
obtenu pour toutes les fractions volumiques etudiees. 
Le module de relaxation effectif en cisaillement est obtenu a partir des simula-
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Figure 2.10 Spectres de relaxation obtenus par differentes methodes. C, = 25% et 
77=10. « SC cont » et « SC disc » correspondent aux parties continues et discretes 
de la methode Auto-Coherente, « MT » correspond au spectre obtenu par la me-
thode de Mori-Tanaka, « TOA » correspond au spectre obtenu par la methode de 
Torquato et « \£X^ disc et cont » correspondent aux parties discretes et continues 
de Fapproximation du spectre obtenu par la procedure developpee dans la section 
2.5.1 (Barello et Levesque, 2008). 
pour tous les materiaux etudies sont montrees au tableau 2.1. 
Ce module de relaxation effectif en cisaillement est compare avec celui predit par 
les methodes d'homogeneisation analytiques. La figure 2.11 montre les modules de 
relaxation en cisaillement pour le premier temps de calcul pour toutes les fraction 
volumiques avec un contraste entre les phases 77 = 10 obtenus a partir des methodes 
analytiques, simulations elements finis (FE) et l'approximation developpee dans la 
section 2.5.1. Entre les techniques d'homogeneisation analytiques, la methode de 
MT montre la difference la plus grande avec les resultats obtenus par les simulations 
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elements finis. De plus, la difference augmente au fur et a mesure que la fraction 
volumique augmente. L'erreur augmente de 5,97% pour une fraction volumique 
de 10% a 21% pour une fraction volumique de 25%. En plus, les resultats de 
l'Annexe I montrent que la methode de MT augmente l'erreur introduite avec 
l'augmentation de contraste entre les proprietes de phases. Le schema SC est celui 
qui approxime le mieux les valeurs obtenues a partir des simulations elements finis. 
Finalement, on peut conclure que le comportement effect if d'un materiau composite 
qui est constitue de phases Maxwelliennes n'est plus Maxwellien. Ceci est montre 
par toutes les methodes d'homogeneisation etudiees. En effet, il faut remarquer 
qu'on pourrait s'atteindre a un comportement effectif Maxwellien etant donne que 
les phases constituantes ont de telles caracteristiques. Cependant, on peut constater 
que le melange de materiaux ayant des caracteristiques similaires ne donne pas des 
proprietes effectives semblables a celles-ci. 
2.7 Conclusions 
Les modeles elements finis pour des materiaux composites constitues de ren-
forts spheriques distribues aleatoirement dans l'espace ont ete developpes sans te-
nir compte de l'endommagement. Des simulations d'essais de relaxation ont ete 
conduites en considerant des phases maxwelliennes et incompressibles. De plus, 
une procedure pour obtenir le spectre de relaxation effectif a ete developpee. Ainsi, 
le spectre obtenu a partir des simulations elements finis a ete compare avec ceux 
obtenus a partir des methodes analytiques d'homogeneisation. Le module de re-
laxation en cisaillement a ete egalement compare avec les methodes analytiques 
en montrant que la methode Auto-Coherente est celle qui approxime le mieux les 
resultats obtenus a partir des simulations elements finis, tandis que la methode de 
Mori - Tanaka est celle qui montre les differences les plus grandes. En effet, cette 
methode est celle qui donne la solution la plus souple. Ces resultats pourront etre 
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Figure 2.11 Module de relaxation calcule au premier temps de calculs en utilisant 
toutes les methodes et les simulations elements finis (77=10). Les barres d'erreur 
correspondent a l'erreur relative des simulations elements finis (FE) en prenant un 
intervalle de confiance de 95% (Barello et Levesque, 2008). 
developpement d'une methode analytique qui tiendra compte de rendommagement 
pour le calcul des proprietes effectives de materiaux composites. 
Ces modeles d'elements finis peuvent etre utilises afin d'etudier le comportement 
effectif en tenant compte de l'endommagement par decohesion de l'interface renfort-




ELEMENT FINI ET LOI DE COMPORTEMENT DTNTERFACE 
3.1 Introduction 
Un des types d'endommagement que Ton peut apercevoir dans les materiaux 
composites renforces par des particules distributes aleatoirement dans l'espace est 
la decohesion de l'interface renfort-matrice. La figure 3.1 montre la decohesion 
des particules pour un chargement uni-axial d'un materiau composite renforce par 
des particules de verre (fraction volumique des renforts 10%). Arm de modeliser 
la decohesion de l'interface renfort-matrice par la methode des elements finis un 
element fini d'interface est implements. La formulation programmee est celle de 
Segurado et LLorca (2004). Le comportement de l'interface est pilote par une loi 
d'interface qui doit etre definie afin de calculer la matrice de rigidite et le vecteur de 
forces nodales de l'element. La formulation de l'element et la loi de comportement 
de l'interface choisie seront abordees dans ce chapitre. 
3.2 Modele continu d'interface 
Afin de comprendre le developpement de l'element fini d'interface le principe 
des travaux virtuels sur un corps ayant deux phases et une interface est applique. 
En considerant le corps de la figure 3.2, et en negligeant les forces de volume et 
d' iner t ie , le pr incipe de t r avaux vir tuels dans la configuration deformee pcu t e t rc 
exprime comme : 
/ ajiSuijdV = f TiSuidS (3.1) 




Figure 3.1 Decohesion de l'interface renfort-matrice dans un materiau composite 
renforce par des particules de verre. La direction de chargement est verticale. (Le-
vesque, 2004). 
ou Oji est le tenseur de contraintes de Cauchy, Uij — -^ represente le gradient de 
deplacement, Tj est le vecteur de contraintes applique dans la frontiere du corps 
et 6 represente un deplacement virtuel. En effet, par l'equilibre des contraintes en 
l'absence de forces de volume (d'ou (Tjij = 0) et comme Tj = (TjiUj ou n est le 
vecteur normal a la surface Sext, on obtient : 
/ . &ext J &ext 
TiSiiidS = / ajiSuiUjdS 
= J (ajiSuJjdV (3.2) 
= / ajijduidV + / ajiSuijdV 
Jv Jv 
ou le theoreme de la divergence a ete utilise et l'argument de la premiere integrale 








Figure 3.2 Corps constitue de plus d'une phase et une interface. 
Comme Ton a remarque, le corps possede plusieurs phases. L'interface a une 
epaisseur h qui est plus petite que les autres dimensions. Ainsi, le domaine de 
l'interface est borne par l'enveloppe des deux phases entre lesquelles elle se trouve, 
comme illustre a la figure 3.2. On peut reecrire le principe de travaux virtuels 
comme : 
/ ajiduijdV + / (jjiSuijdV = / TiSuidS (3.3) 
JVi J Vint J Sext 
ou V\ — V — Vint et Vint
 e s t le volume correspondant a l'interface. En utilisant le 
theoreme de la divergence on obtient : 
f (TjiSuijdV + f Tl°c5UidS + f T
l°c5UidS = f TiSuidS (3.4) 
JVi ' JS+ JS- Jsext 
ou S+ et S~ sont les faces opposees de l'interface et Tjoc est le vecteur de contraintes 
qui agit dans l'interface. Quand h —> 0, V1 —> V et S+ —> S~, par continuite dans 
les contraintes, l'equation (3.4) devient : 
f ajiSuijdV + f T^SAidS = [ 
J V J Sint J Sex 
TjSUjdS (3.5) 
ou A = u+ — u est le saut de deplacement dans l'interface. Dans ce qui suit, 
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l'objectif est de determiner les tractions qui sont transmises par l'interface. 
3.3 Formulation de l 'element fini d'interface 
3.3.1 Introduction 
La decohesion de l'interface renfort-matrice est modelisee a l'aide d'un modele 
d'interface aussi appele modele de cohesion. Les interfaces sont modelisees comme 
des ensembles de ressorts dans les directions normales et tangentielles de ces der-
nieres. Les ressorts ont une longueur initiale infinitesimale et sont attaches aux 
renforts et a la matrice. Au fur et a mesure que les sauts de deplacements aug-
mentent, les contraintes dans l'interface augmentent jusqu'a une valeur maximale, 
puis diminuent lorsque l'augmentation des deplacements continue et finalement de-
viennent nulles quand le ressort est casse (decollement complet). Ce comportement 
peut etre represents avec des elements finis d'interface iso-parametriques. 
En effet, ce type de comportement (ou les tractions dans l'interface augmentent 
jusqu'a une valeur maximale et ensuite diminuent jusqu'a la rupture finale) a ete 
corrobore par plusieurs etudes experimentales. Done, des comparaisons entre les 
resultats obtenus experimentalement et ceux obtenus a partir des simulations ele-
ments finis peuvent etre etablies. Par exemple Camanho et al. (2003) ont compare 
les simulations elements finis sur des materiaux composites stratifies (AS4/PEEK) 
soumis a des chargements en Mode I purs (induit une separation normale a l'in-
terface) et en Mode II (induit une separation tangentielle de l'interface). lis ont 
modelise l'interface avec des elements d'interface a 8 nceuds et implements une loi 
de comportement de type bilineaire. Les courbes qui montrent la relation entre 
le chargement et la separation de l'interface obtenues experimentalement et celles 
obtenues a partir des simulations collent tres bien. Des resultats similaires ont ete 
obtenus par Arun Roy et Dodds JR. (2001) dans l'etude de la propagation de fis-
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Figure 3.3 Relation entre les forces de reaction au point d'application du chax-
gement et les deplacements appliques dans un essai du type Mode I. Resultats 
experimentaux et a partir de simulations elements finis (Alfano et Crisfield, 2001). 
partir d'echantillons Compact Tension (CT). lis ont egalement modelise l'interface 
avec des elements a 8 nceuds et implements une loi de comportement du type qua-
dratique. Alfano et Crisfield (2001) ont compare les simulations elements finis de 
materiaux composites stratifies charges en Mode I pur et des resultats experimen-
taux. lis ont modelise l'interface avec des elements 2D lineaires et quadratiques et 
utilise des lois de comportement bilineaires. Les resultats experimentaux et ceux 
obtenus a partir de simulations sont tres similaires. La figure 3.3 montre les deux 
types de resultats. Par rapport aux materiaux composites a renforts discontinus, 
recemment Tan et al. (2005b) ont determine la loi de decohesion dans des mate-
riaux explosifs en utilisant la technique de correlation des images 2D. La loi de 
comportement retrouvee est approximee par une loi de comportement bilineaire. 
O Experimental data 
Interface model 
O ^ — - <r~——• 
u(mm) 
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Figure 3.4 Element d'interface a 12 nceuds (Segurado et LLorca, 2004). 
3.3.2 Formulation 
L'element fini d'interface est un element iso-parametrique. Ce type d'element a 
l'avantage que le champ de deplacement et la geometrie sont dermis par les memes 
fonctions de forme (Cook et al., 2002). Ceci veut dire que le deplacement d'un point 
dans l'element peut etre exprime selon les fonctions des formes et les valeurs des 
degres de liberte dans les nceuds. De la meme fagon, la position ou coordonnees 
d'un point dans l'element peut etre representee par les positions globales des nceuds 
et les memes fonctions de forme. Dans le cas 2D, les fonctions de forme sont definies 
selon deux parametres (r et s). 
L'element fini d'interface 3D est constitue de deux surfaces. De plus, cet ele-
ment doit etre compatible avec les elements solides utilises pour le maillage de la 
microstructure (tetraedres a 10 nceuds). Ainsi, chaque surface constituant l'element 
d'interface aura 6 nceuds et 3 degres de liberte par nceud, faisant un total de 36 
degres de liberte par element. Les figures 3.4 et 3.5 montrent l'element d'interface 
et son assemblage avec des elements solides, respectivement. 
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Figure 3.5 Assemblage de 1'element d'interface et des elements solides (Ortiz et 
Pandolfi, 1999). 
Les deux surfaces triangulares de l'element d'interface sont parfaitement collees 
dans la configuration initiale (epaisseur nulle) et se separent lorsque les elements 
solides adjacents se deferment. Le deplacement relatif des faces de l'element genere 
des contraintes normales et de cisaillement qui dependent de la loi de comportement 
de Finterface. D'ailleurs la formulation de l'element est independante de la loi de 
comportement de Finterface. 
La formulation de l'element implemented est celle presentee par Segurado et 
LLorca (2004) et Swaminathan et al. (2006). D'abord on a 36 degres de liberte 
definis par le vecteur colonne u : 









Fonction de forme A^(r, s) 
2{\ -r-s) (1-r-s) 
2 r ( r - i ) 
28(8-±) 
Ar (1 — r — s) 
4rs 
4s (1 - r — s) 
Tableau 3.1 Fonctions de forme de l'element d'interface. Les numeros de noeuds 
correspondent a ceux montres a la figure 3.4. 
Le saut de deplacement entre deux nceuds opposes est defini par : 
A u = I 1-18x18 - I l 8 x l 8 J " U = $18x36 ' U (3.7) 
ou Inxn est la matrice identite. iVj(r, s) etant la fonction de forme de chaque paire 
de nceuds i (i = 1, 6) (voir tableau 3.1), r et s (avec 0 < r < l e t O < s < l ) 
les coordonnees naturelles de l'element, le deplacement relatif entre les surfaces 
de l'element au point (r, s) peut etre obtenu par interpolation entre les paires de 
noeuds de la fagon suivante : 




= N( r , s ) • A u (3.8) 
ou N(r , s) est la matrice 3 x 18 definie par les sous-matrices suivantes : 
N ( r , s ) 3 x i 8 = ( ^ l l 3 x 3 1^213X3 |A^3I3x3 | iV 4 I 3 x3 1^513X3 \N6I3x3} (3 .9) 
ou les Â j sont definies au tableau 3.1. En remplagant l'equation (3.7) dans l'equation 
(3.8) la forme suivante est obtenue : 
A u ( r , s) = N • <1>* • u = <& • u (3.10) 
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D'abord la configuration initiale de l'element d'interface est donnee par le vecteur 
X i n36x l constitue des coordonnees des noeuds. La surface de reference est definie par 
les coordonnees de six points donnees dans le vecteur X R 1 8 X 1 . Les contraintes qui 
agissent dans 1'interface sont calculees sur cette surface de reference. Les coordon-
nees qui definissent X R sont calculees par interpolation lineaire des coordonnees 
des paires de nceuds dans les deux surfaces de l'element d'interface, celui-ci etant 
dans la configuration deformee (Segurado et LLorca, 2004). Ainsi, les coordonnees 
de la surface de reference sont donnees par : 
XK = 
1 
18x18 II 18x18 {XiD + U) (3.11) 
Done, les coordonnees d'un point dans la surface de reference X^ sont calculees 
en utilisant les fonctions de forme, ce qui donne : 
X%(r,s) = N(r,s)XR (3.12) 
Ainsi, il est possible de determiner le systeme de coordonnees local dans la 
configuration actuelle afin de definir la relation entre les contraintes locales et les 
deplacements locaux. Ce systeme de coordonnees local est defini par trois vecteurs 
orthogonaux donnes par : 














dr tt2 = n xt a 
(3.13) 
ou h est la direction normale a la surface de reference et tt\ et it2 sont les directions 
tangentielles. Afin de definir les composants de saut de deplacement dans le systeme 
de coordonnees local la matrice de rotation R est definie comme : 
R = 
/ n ( l ) n(2) n ( 3 ) \ 
itl(i) itl(2) itl(3) 







Figure 3.6 Domaine d'integration de l'element. Les noeuds sont indiques par des 
nombre romains. 
ou h(i) denote la composante i du vecteur n et itj(i) denote la composante i du 
vecteur t tj-
Le principe de travaux virtuels developpe dans la section 3.2 mene a la forme 
habituelle de la methode des elements finis. En effet, l'equation (3.5) doit etre 
vraie pour n'importe quel deplacement virtuel. Ce qui nous permet conclure que 
la methode des elements finis basee sur les deplacements satisfait les equations 
differentielles de l'equilibre dans le sens des integrales. Le terme de l'equation (3.5) 
qui contient le vecteur des contraintes dans l'interface permet d'obtenir le vecteur 
de forces nodales. Celui-ci est defini dans le domaine de coordonnees naturelles de 
l'element d'interface illustre a la figure 3.6. En effet, un changement de coordonnees 
est etabli aim d'utiliser le vecteur de contraintes dans le systeme local de l'element 
(directions normales et tangentielles de la surface de reference). Ainsi, le vecteur 
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de forces nodales peut etre exprime par : 
fei = f
1 j l ~ s $ r R T T i o c J d r d s = Y,wj$
T • R T • T l o cJ (3.15) 
ou T o c est le vecteur qui donne les trois composantes des contraintes dans les 
directions locales de la surface de reference et sont en fonction du deplacement 
relatif (relation donnee par la loi de comportement de l'interface), Wj est le poids 
du point de Gauss j arm de calculer les integrates numeriquement et J est le jacobien 
de la transformation entre les coordonnees cartesiennes et naturelles defini par : 
J 
dX%(2) dX%(3) dX%(2) dX%(3)\2 fdX%(3) dX%(l) 
dr ds ds dr J \ dr ds 
2 / Qi-vrs t -i\ c\-vrs(n\ Q v r s / i \ c\irrs /n\\ 2 1/2 
(3.16) 
+ dX%(3) dX%(l)Y + fdX™(l)dX™(2) _ dX%(l)dX%(2y 
ds dr J \ dr ds ds dr 
Pour plus de details sur le calcul du jacobien voir 1'Annexe III. 
La matrice de rigidite tangente est definie par KeI = ^p-. En effet, le vecteur 
de contraintes TIoc est en fonction du saut de deplacement dans le systeme local 
Auioc. Ce saut de deplacement peut etre exprime en fonction des degres de liberte 
par : 
Aui0C = R - A u ( r , s ) = R - $ - u (3.17) 
Ce qui permet d'exprimer la matrice de rigidite tangente par : 
dfe\ , 1 , 1 - a 5 T l o c 
Kel = 
/•I pi — S o r p l o c 
/ / < F . R T . ^ i _ J d r d 5 
Jo Jo du 
Jo Jo ^Auioc du 
/>1 pl — S 
= # r R T Cioc • R • $ J d r d s 
Jo Jo 
= ^ w j #
T - R T - C l o c - R - $ J 
(3.18) 
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ou Cioc est la matrice du module tangent, definie par 
<9Tloc 
Qoc = T^T (3.19) 
3.4 Loi de comportement d'interface 
Plusieurs types de lois de comportement de l'interface ont ete proposes par 
differents auteurs. Certaines sont basees sur le fait que l'interface ne produit pas 
de travail dans un cycle ferme. Alors, en reprenant l'equation (1.18) et apres d'un 
changement de variables, il est possible de definir une fonction potentielle de fagon 
a verifier la forme suivante (Needleman, 1992) : 
iloc dAui0 C = 0 (3.20) 
La loi de comportement etablit que les contraintes qui se produisent dans l'interface 
sont des fonction des sauts de deplacements, done : 
T l o c = T l o c ( A u ] o c ) (3 .21) 
Comme on l'avait remarque dans la section 1.5.1.4, l'existence d'une fonction po-
tentielle permet d'assurer que le travail disparait dans un cycle ferme quelconque. 
Ceci permet d'exprimer le vecteur de contraintes de la fagon suivante : 
T l o c = ^ / 3 2 2N 
ou cj) est la fonction potentielle. Plusieurs formes pour ce potentiel ont ete proposees. 
Needleman (1987) a propose une forme polynomiale pour des raisons de simplicite 
dans l'etude de la decohesion des particules dans des materiaux composites a ma-
trice metallique. De plus, d'autres potentiels du type exponentiel et periodique ont 
ete proposes (Needleman, 1990, 1992; Xu et Needleman, 1993, 1994a,b). 
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D'autres formes de la loi de comportement de l'interface ont ete developpees 
selon des formes mathematiques simples. Dans ce contexte on peut trouver les tra-
vaux de Tvergaard (1990, 2003a,b). TVergaard propose un modele qui tient compte 
de la separation normale et de la separation tangentielle des phases. Ainsi, un 
parametre adimensionnel est defini par : 
(3.23) 
ou un et ut sont les deplacements normal et tangentiel respectivement. Comme 
l'on avait vu dans la section 3.2, l'epaisseur de l'interface n'apparait pas dans 
l'equation (3.5). Done, une longueur caracteristique est implicitement definie dans 
la loi de comportement de l'interface. De cette fagon, les Sn et St deviennent ces 
longueurs caracteristiques. Dans ce cas, elles correspondent aux deplacements ou 
le decollement complet est atteint dans les cas d'une separation purement normale 
et purement tangentielle respectivement. Ensuite une fonction F(X) est choisie 
comme : 
27 
F(X) = — <rmax ( l - 2A + A
2) avec 0 < A < 1 (3.24) 
Tvergaard (2003b) a utilise cette forme aim de comparer ce modele de cohesion 
avec celui polynomial de Needleman (1987). De cette fagon, il cherchait a avoir 
le meme travail de separation pour les deux modeles. Le travail de separation est 
defini par la surface sous la courbe de contraintes - deplacements de separation. 
Les contraintes sont definies par : 
T^oc = ^ F ( A ) 
5n 
,loc . Ut Toc = a^F(X) 
(3.25) 
Ceci veut dire que dans un decollement purement normal {ut = 0) la contrainte 
maximale que l'interface peut atteindre est <rmax, le decollement total se produit a 
un = Sn et le travail de separation ou de decollement defini par la surface sous la 
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courbe Tn vs un est 9crmaxyg. Dans un decollement purement tangentiel (un = 0) la 
contrainte maximale que l'interface peut atteindre est aamax, le decollement total se 
produit a ut — St et le travail de separation est 9acr m a x ^. Ainsi, afin de representor 
le comportement de l'interface il faut definir les parametres 5n, St, crmax et a. 
Finalement des lois montrant une dependance bilineaire avec les sauts de de-
placement ont ete proposees. Celles-ci presentent certains avantages a cause de 
leur simplicite de codage. Parmi les auteurs qui ont implements ce type de lois de 
comportement on peut citer Geubelle et Baylor (1998) dans l'etude du delaminage 
des materiaux composites stratifies soumis a des efforts d'impact, Camanho et al. 
(2003) et Davila et al. (2007) dans l'etude de delaminage de composites strati-
fies sous chargement mixte. La loi de comportement bilineaire a permis d'obtenir 
des predictions de delaminage qui collent remarquablement bien aux resultats ex-
perimentaux (Camanho et al., 2003). Cependant, des problemes de convergence 
apparaissent dans les simulations elements finis. Ceci est attribuable aux lois de 
comportement de l'interface, ou des regions de detrempe ou « softening » sont ma-
nifestoes. Ces regions produisent des changements brusques dans le calcul de la 
matrice de rigidite de l'element fini, ce qui fait que la convergence est difficilement 
atteinte. Des techniques ont ete developpees afin de s'affranchir de ce probleme 
(Gao et Bower, 2004; Davila et al., 2007). Davila et al. (2007) a montre qu'une re-
gularisation visqueuse peut etre incorporee dans le calcul de la matrice de rigidite 
et du vecteur de forces nodales de l'element fini. Cette regularisation visqueuse est 
introduite au niveau de la loi de comportement. 
Dans ce memoire, une loi de comportement bilineaire est utilisee afin de mode-
liser la decohesion de l'interface renfort-matrice. De plus, une technique de regula-
risation visqueuse est implementee afin de favoriser la convergence des simulations 
elements finis. La technique de regularisation visqueuse sera abordee au Chapitre 
4. 
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Figure 3.7 Loi de comportement bilineaire et irreversible pour les directions tan-
gentielles (tl,t2) et normale (n). 
que Fendommagement est tenu en compte (Camanho et aL, 2003), cette loi est 
dite irreversible par opposition aux lois definies par des potentiels qui sont elles 
reversibles. 
Dans ce type de loi de comportement on peut distinguer trois etapes differentes 
qui doivent etre considerees : chargement, dechargement et rechargement. La condi-
tion de chargement peut etre traitee avec une variable definie comme le deplacement 
relatif maximal, Aumax, atteint par un point : 
Directions i=t l et t2 : Auf18* = max { Au™ax, | Au;|} 
Direction i=n : Au™ax = max {Au™ax, Aun} 
(3.26) 
Dans la figure 3.7 il est possible d'observer cinq points qui determinent les differents 
aspects du comportement de l'interface. D'abord dans la region 1, la contrainte 
dans l'interface est inferieure a la contrainte maximale (T'°^ax) que celle-ci peut 
atteindre. Done, le comportement est reversible, ceci veut dire que s'il y a un 
dechargement et ensuite un chargement, la contrainte sera definie par la meme 
pente. Cette pente est denotee comme une rigidite de penalite Kp, car elle doit etre 
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suffisamment grande afin de modeliser le collement parfait au debut du mouvement. 
Entre les points 2 et 4 la contrainte maximale a ete atteinte par l'interface. Done, 
dans cette region la contrainte commence a diminuer a cause de l'endommagement. 
Alors, s'il y a un dechargement (point 3) la pente qui donne la relation entre 
les deplacements et la contrainte est diminuee a cause de Fendommagement qui 
diminue les proprietes mecaniques. Au point 4 la contrainte atteinte est nulle. Ceci 
veut dire que la decohesion est complete. Entre les points 4 et 5 la contrainte 
que l'interface peut transferer est nulle; le deplacement entre les faces opposees de 
l'interface augmente a cause du chargement macroscopique. Ainsi, le comportement 
irreversible et bilineaire pour un type de chargement montre dans la figure 3.7 peut 
etre defini par : 
( KpAui si Au™ax < Au° 
T!oc = I (1 - d^KpAu,; si Au° < Au™ax < Auf (3.27) 
0 si Aufax > Auf 
d est denote comme le parametre d'endommagement. Celui-ci est defini par : 
Au ; (Aumax - Au°) 
dk= l[ , l f
 l[ i=tl,t2,n; ^G[0 ,1] (3.28) 
Au^iax (Auf - Au°J 
ou Au° est la valeur de deplacement ou la contrainte maximale que l'interface peut 
supporter est atteinte et Auf est la valeur de deplacement ou la contrainte est 
nulle (decohesion complete). De plus, afin d'eviter Finterpenetration des surfaces 
de Felement fini d'interface l'equation de contrainte suivante est imposee : 
Tj°c = KpAun Aun < 0 (3.29) 
En effet, l'equation (3.27) specifie implicitement que le comportement de l'interface 
depend de l'histoire de contraintes que l'interface possede. Ainsi, les composantes 
du vecteur de contraintes sont definies en fonctions des valeurs de AUJ atteintes. 
De plus, les comportements tangentiels et normaux sont consideres decouples. Les 
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parametres qui definissent une loi de comportement bilineaire peuvent etre obtenus 
experimentalement (par exemple a partir des essais sur des echantillons Compact 
Tension (Arun Roy et Dodds JR., 2001)). 
3.5 Conclusions 
Dans ce chapitre la formulation de l'element fini d'interface a ete presentee. Cet 
element fini est constitue de deux elements triangulares quadratiques superposes 
dans la configuration initiale afin de que la compatibility avec les elements solides 
soit verifiee. La formulation de l'element fini d'interface est independante de la loi 
de comportement de l'interface. La loi de comportement de l'interface utilisee dans 
le cadre de ce projet est une loi bilineaire irreversible. Done, l'endommagement est 
tenu en compte lors du developpement de la loi de comportement de l'interface. 
En effet, la formulation de l'element fini d'interface est celle de Segurado et LLorca 
(2004) et la loi de comportement d'interface est celle de Camanho et al. (2003). 
D'apres les informations dont on dispose, la programmation de cette combinaison 
de formulation et loi d'interface n'a pas ete realisee anterieurement. Finalement, 
differentes etudes faites auparavant ont montre que les modeles d'interface represen-
tee par des elements finis et des lois de comportement d'interface bilineaire collent 
remarquablement bien des resultats experimentaux. Ceci a determine le choix sur 
la modelisation de l'endommagement en utilisant des modeles de cohesion par la 
methode des elements finis. 
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CHAPITRE 4 
IMPLEMENTATION DE L'ELEMENT FINI DTNTERFACE 
4.1 Introduction 
La formulation de 1'element fini d'interface presentee au Chapitre 3 est imple-
mented dans le code de calcul ABAQUS. Pour ce faire une sous-routine (UEL : User 
ELement) est programmee (ABAQUS, 2004a). Des essais de conditions aux rives 
et des verifications sur l'element fini d'interface sont realises. Ensuite, ces elements 
sont utilises dans les VERs afm d'etudier l'endommagement par decohesion de 
l'interface renfort-matrice dans des materiaux composites a renforts discontinus. 
4.2 Sous-routine UEL 
Cette sous-routine permet de definir un element fini selon les besoins de l'utili-
sateur. Le langage de programmation est FORTRAN. II existe trois types de variables 
dans le developpement d'un element fini avec la sous-routine UEL : 
1. Variables qui doivent etre definies 
- RHS : correspond au vecteur des forces nodales. 
- AMATRX : correspond a la matrice de rigidite. 
- SVARS : un vecteur contenant les variables internes qui dependent de la 
solution. 
2. Variables qui peuvent etre mise a jour : ce type de variable n'a pas ete utilise 
dans le cadre de ce pro jet de maitrise. 
3. Variables necessaires pour les calculs : 
- PROPS : un vecteur contenant les valeurs des proprietes de l'element fini. 
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- JPROPS : un nombre entier qui donne le nombre des proprietes. 
- COORDS : un vecteur contenant les coordonnees des noeuds. 
- U, DU : des vecteurs qui contiennent les variables de la solution (deplace-
ments et les increments de displacements). 
- TIME(l) : temps actuel 
- TIME(2) : temps total de calcul. 
- DTIME : increment du temps. 
- NDOFEL : nombre de degres de liberte dans l'element 
- NRHS : nombre de vecteurs des forces. Generalement NRHS=1. 
- NSVARS : nombre de variables internes qui dependent de la solution. Ces 
variables sont definies par l'utilisateur. 
- NPROPS : nombre de quantites des proprietes reelles associees a l'element 
fini. 
- N JPROP : nombre de quantites des proprietes entieres associees a l'element 
fini. 
- MCRD : nombre maximum de coordonnees necessaires (3 dans ce cas : x, 
y et z). 
- NNODE : nombre de nceuds par element fini. 
- JTYPE : nombre entier qui definit le type d'element. 
- KINC : numero d'increment actuel. 
- JELEM : numero de l'element fini. 
Les variables ci-dessus sont les variables utilisees dans le cadre de ce projet. Les 
types de calculs envisages sont des calculs statiques (dans le cas ou les modeles 
de materiaux ne dependent pas du temps) et quasi-statiques (dans le cas ou les 
modeles de materiaux dependent du temps). Dans ces deux types de calcul les 
effets d'inertie sont negliges. 
Ainsi, la formulation de l'element fini et la loi de comportement bilineaire irre-
versible presentees au Chapitre 3 sont programmees dans la sous-routine UEL. 
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reintegration numerique de Gauss de 3 points a ete utilisee (Segurado et LLorca, 
2004; Davila et al., 2007). En effet des essais en utilisant 3 points et 7 points 
d'integration ont ete realises en montrant qu'il n'y a pas de difference entre une regie 
et l'autre. L'Annexe II decrit les deux regies d'integration numerique programmees 
dans la sous-routine. 
4.2.1 Structure du programme 
La programmation de l'element possede plusieurs sous-routines qui realisent dif-
ferentes taches, par exemple la normalisation des vecteurs, la multiplication des 
matrices, etc. De plus, il y a une autre sous-routine (SEPLAW) qui definit la loi 
de comportement de l'interface, i.e. les contraintes (T'oc) et la matrice du module 
tangent (Cioc). Celle-ci peut etre modifiee selon les besoins de l'utilisateur. En defi-
nitive, l'objectif est d'obtenir la matrice de rigidite et le vecteur des forces nodales 
de l'element. Les donnees necessaires sont entrees dans le fichier de commandes 
d'ABAQUS. La structure suivante survole la partie principale de la formulation de 
l'element. Cette structure fait des appels aux sous-routines qui font des taches 
particulieres. 
E N T R E E S : NNODES, COORDS, PROPS, NSVARS, MCRD, NDOFEL 
SORTIES: RHS, AMATRX, SVARS 
Initialiser RHS et AMATRX 
NINTP : No de points d'integration. (NINTP=3 ou 7 points) 
CALL INTPTS (initialisation des points et des poids d'integration : r̂ , Sj et Wi) 
pour / = 1 a NINTP faire 
Calculer : 
X R : equation (3.11) 
$* : equation (3.7) 
N : equation (3.9) 
_X~R : equation (3.12) 
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Au(r , s) et <fr : equation (3.10) 
n, hi, it2 '• equation (3.13) 
R : equation (3.14) 
AuioC : R • Au( r , s) 
J : equation (3.16) 
CALL SEPLAW (sous-routine pour la loi de comportement de l'interface) 
Calculer T l o c , C l o c et SVARS dans SEPLAW 
Ensuite calculer : 
RRS^w^ • R r • T l o c J 
A M A T R X / ^ ^ * 7 • R T • C l o c R $ J 
RHS = RHS + RHS, : equation (3.15) 
AMATRX=AMATRX +AMATRX/ : equation (3.18) 
fin pour 
4.2.2 Regularisat ion visqueuse 
ABAQUS S tandard est le code d'elements finis utilise pour les calculs. Les calculs 
sont realises par increment. Ainsi, une fois la solution obtenue pour le temps t, la 
solution pour le temps t + At est calculee. Pour ce faire, le code utilise generale-
ment les iterations de Newton - Raphson afin de resoudre les equations d'equilibre 
non lineaire. Les relations constitutives qui presentent une degradation dans la ri-
gidite generent des problemes de convergence dans les simulations d'elements finis. 
En effet, la methode de Newton - Raphson ne peut pas converger car le rayon 
de convergence est reduit a zero (Gao et Bower. 2004). ABAQUS (2004a) suggere 
l'utilisation d'une regularisation visqueuse afin de preserver la convergence dans 
les calculs. Ainsi, le parametre d'endommagement d est dit parametre cinematique 
d'endommagement et dr est dit parametre regularise d'endommagement. Le taux 
de changement dans le parametre regularise est une fonction du facteur d'amortis-
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sement £ : 
dr = \{d-dT) (4.1) 
Le parametre regularise d'endommagement au temps t + At est calcule comme suit 
a partir de l'equation (4.1) : 
Ar\ — ijr\ 1 
Valt+At a It+AtJ 
(4.2) 
" ~ Ay. ~ £ Ult  U    
At g 
£ + At l t + A i C + At 
/ / H — rj\ -I 2 rjr\ 
ou / | t signifie revaluation de la fonction / au temps U. II est possible d'observer 
que le facteur d'amortissement a des unites de temps. Ainsi, la stabilisation du 
probleme sera determinee selon le facteur d'amortissement £ et les increments de 
temps At qui sont dermis par l'utilisateur. En general, l'utilisation de la regularisa-
tion visqueuse avec un facteur d'amortissement qui est tres faible en comparaison 
a l'increment de temps peut ameliorer la convergence du calcul. Neanmoins, l'utili-
sation des facteurs d'amortissement qui sont grands en comparaison a l'increment 
de temps peut conduire aux resultats trop stables qui se traduisent dans un durcis-
sement du materiau. Davila et al. (2007) ont utilise des facteurs d'amortissement 
de l'ordre 50 fois plus petit que l'increment de temps. De plus, ils ont montre que 
pour des simulations ou il est possible de trouver la convergence avec £ = 0 les 
resultats ne changent pas pour des £ jusqu'a 50 fois plus petit. En effet, le fac-
teur d'amortissement reduit le temps de calcul car les iterations necessaires pour la 
convergence sont reduites. Dans ce projet de maitrise, le facteur d'amortissement 
a ete fixe arbitrairement a une valeur 100 fois plus petit que l'increment de temps. 
Des etudes futures pourront etre etablies afm de determiner une valeur de facteur 





Figure 4.1 Probleme de condition aux rives : deux blocs ayant une interface. Un 
des blocs est encastre sur l'extremite opposee a l'interface. L'autre bloc est soumis 
a un deplacement uniforme sur l'extremite opposee a l'interface. 
4.3 Implementation de l'element d'interface sur un probleme simple de 
conditions aux rives 
Le probleme simple de conditions aux rives est schematise a la figure 4.1. Ce 
probleme consiste en deux blocs ayant une interface. Un des blocs est encastre et 
l'autre est soumis a un deplacement uniforme. Les deux blocs possedent les memes 
proprietes de materiau (module d'Young E et coefficient du Poisson u) et entre ces 
deux il y a une interface qui a des proprietes definies par une loi de comportement 
bilineaire et irreversible. La loi de comportement est definie par les parametres 
donnes au tableau 4.1. 
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Tableau 4.1 Proprietes de 1'interface montree a la figure 4.1 
Quand le deplacement est applique les contraintes qui se produisent dans chaque 
bloc sont uniformes. Ainsi, celles-ci represented la contrainte atteinte par l'inter-
face. Les deux blocs sont mailles avec des tetraedres a 10 noeuds. Le deplacement 
varie d'une valeur nulle au temps initial du calcul a 0,35 mm au temps final de 
l'analyse (1 seconde). L'increment de temps est de 0,01 seconde. 
La figure 4.2 montre la configuration deformee des deux blocs. L'interface ne 
peut pas etre visualisee a cause que celle-ci est modelisee par un element fini defini 
par l'utilisateur (c'est une limitation du post-processeur d'ABAQUS). Dans ce cas la 
direction de chargement coincide avec l'axe x du systeme de coordonnees global. 
Les contraintes uniformes peuvent etre visualisees a la figure 4.3. II est possible 
d'observer que la loi de comportement de l'interface est respectee car la contrainte 
maximale que l'interface peut atteindre est verifiee (100 MPa). De plus, la deco-
hesion complete des deux blocs se produit a la valeur de deplacement An? donnee 
au tableau 4.1. Les deplacements sur deux nceuds opposes dans l'interface peuvent 
etre obtenus et la difference entre ces deux peut etre calculee afin de retrouver la 
loi de comportement qui a ete preetablie. 
Ainsi, la relation entre les contraintes et les deplacements est obtenue et mon-
tree a la figure 4.4. II est possible d'observer que les valeurs imposees au tableau 
4.1 sont respectees. Done, le comportement de l'interface est verifie. Etant donne 
que dans la formulation de l'element fini d'interface interviennent plusieurs ope-
rations vectorielles afin d'obtenir les directions tangentielles et normales, ce meme 
probleme peut etre realise en variant la direction de sollicitation. Les figures 4.5 et 
4.6 montrent le meme probleme de conditions aux rives que la figure 4.1 avec la 
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Figure 4.2 Configuration deformee des 
deux blocs. Direction de la solicita-
tion : x du systeme de coordonnees glo-
bal. 
Figure 4.3 Contrainte uniforme calculee 
dans les blocs. 
direction de chargement coi'ncidente avec les axes y et z du systeme de coordon-
nees global, respectivement. La loi de comportement est retrouvee dans les deux 
cas. Celles-ci sont egales a la loi definie a la figure 4.4. Ceci verifie la formulation 
de 1'element. 
4.4 Verification de l'element fini d'interface 
Le comportement etudie dans la section 4.3 constitue une decohesion dans la 
direction normale. Afin d'etudier le comportement en cisaillement, l'element fini 
d'interface d'ABAQUS a ete utilise. ABAQUS possede une serie d'elements d'interface 
bidimensionnels (2D) et tr idimensionals (3D). Ces elements sont lineaires, i.e. les 
champs de de-placements sont definis par des fonctions lineaires. Done, ceux-ci ne 
peuvent pas etre utilises dans le maillage avec des elements solides quadratiques. 
Afin de verifier les elements d'interface, ABAQUS (2004b) propose une verifica-
tion en sollicitant l'element sur les nceuds. Ainsi, des conditions aux rives sur les 
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Figure 4.4 Relation entre les contraintes et les displacements obtenue a partir des 
simulations elements finis pour le probleme de la figure 4.2. 
pures en cisaillement. De plus, ABAQUS fournit des lois de comportement d'inter-
face bilineaires avec differents criteres d'endommagement. Ainsi, les resultats de la 
verification faite sur l'element COH3D8 sont utilises. 
D'abord l'element fini d'interface COH3D8 est constitue de 8 nceuds. La figure 
4.7 montre cet element. La direction normale de l'element est donnee par l'axe 
global y = 2. Afin d'obtenir un comportement de cisaillement pur et d'etudier 
revolution de l'endommagement, les conditions aux rives suivantes doivent etre 
appliquees : 
u c 
,D .G H UY = u\ = U]1 = 0, 1 
Ml,2,3 — Ml,2.3 — u l ,2 ,3 — wl,2,3 — 05 0 
(4.3) 
Les degres de liberte restants sont fixes a zero. 
La loi de comportement d'interface choisie est bilineaire, avec un critere d'ini-
tiation d'endommagement qui relie les deplacements (valeurs de deplacement ou la 
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Figure 4.5 Configuration deformee des 
deux blocs. Direction de la sollicita-
tion : y du systeme de coordonnees glo-
bal. 
Figure 4.6 Configuration deformee des 
deux blocs. Direction de la sollicita-
tion : z du systeme de coordonnees glo-
bal. 
1 Lmm3J 





Tableau 4.2 Proprietes de l'interface de l'element COH3D8 
contrainte maximale est atteinte) et un critere devolution d'endommagement ou 
il est possible de donner les valeurs maximales de deplacements ou la decohesion 
complete est atteinte. Les parametres qui defmissent la loi de comportement de 
l'interface sont donnes au tableau 4.2. Le temps total de calcul est Is et l'incre-
ment de temps maximum est 0,1s et celui minimum est 1 x 10~5s. Au temps initial, 
tous les degres de liberte sont fixes a zero et au temps final les degres de liberte 
correspondent aux conditions aux rives de l'equation (4.3). 
La figure 4.8 montre l'etat deforme de l'element fini d'interface COH3D8. La 
figure 4.9 montre les contraintes de cisaillement generees. De plus, il est possible 
d'observer que la loi de comportement imposee est verifiee avec la reponse de l'ele-
ment COH3D8. 
Ann de tester l'element fini d'interface developpe dans le cadre de ce projet, deux 
elements sont connectes afin de representer une brique unitaire. En effet, comparer 
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Figure 4.7 Element d'interface 
COH3D8 (ABAQUS, 2004b). 
Figure 4.8 Etat deforme en cisaillement 
de l'element COH3D8. 
l'element d'interface developpe dans le cadre de ce projet avec l'element d'inter-
face d'ABAQUS permet de verifier la connectivity des elements (a cause du fait que 
pour representor l'element d'ABAQUS il faut connecter deux elements triangulaires). 
De plus, en utilisant les memes types de lois de comportement d'interface, chaque 
element doit etre capable de retrouver la relation constitutive. De plus, l'element 
triangulaire verifie pourrait etre utilise sur des modeles ou l'element d'ABAQUS ne le 
peut pas a cause que celui-ci ne verifie pas la compatibilite avec certains elements 
solides (i.e tetraedres). Etant donne que les elements finis d'interface ne peuvent 
pas etre visualises avec le module de visualisation d'ABAQUS ce n'est pas possible 
de visualiser les resultats. Cependant, lors de la formulation de l'element des va-
riables internes (SVARS) sont calculees pour chaque increment. Done, les valeurs de 
contraintes dans les directions locales et de deplacements locaux peuvent etre cal-
culees. La figure 4.10 montre la configuration initiale des elements finis d'interface. 
Afin d'obtenir une deformation en cisaillement les conditions aux rives suivantes 
sont appliquees : 
U-, = U-, Iti = U, = U, u. 
,13 44 u1 — ux = ux 15 = 0,1 
M1.2,3 — w1.2,3 U 
.10 ,11 .12 16 .17 .18 
(4.4) 
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Figure 4.9 Contraintes de cisaillement. 
Element fini d'interface COH3D8. 
Figure 4.10 Deux elements finis d'inter-
face triangulaires connectes afin d'obte-
nir une brique unitaire. 
La loi de comportement de l'interface implementee est celle decrite au tableau 
4.2. Done, les valeurs obtenues pour Felement fini d'interface triangulaire a 12 
nceuds sont comparees avec celles de Felement COH3D8. La figure 4.11 montre 
les contraintes de cisaillement obtenues pour chaque cas. Les resultats qui cor-
respondent a Felement fini d'interface de 12 nceuds coincident parfaitement avec 
Felement COH3D8. Done, Felement fini d'interface triangulaire peut representer la 
loi de comportement imposee. II doit etre note que les valeurs des contraintes de ci-
saillement correspondent a une des directions tangentielles. La meme procedure est 
appliquee pour Fautre direction tangentielle et les memes resultats sont obtenus. 
Dans ce cas les conditions aux rives suivantes sont appliquees : 
M o = M o = M o = M o Mo 









uf = 0,1 
.16 .17 
w l , 2 , 3 — w l , 2 , 3 — W l ,2 ,3 — M l ,2 ,3 wlf2)3 = 0 ,0 
(4.5) 
Les parametres montres au tableau 4.2 sont utilises pour la verification de la 
deuxieme direction tangentielle. Done, la loi de comportement retrouvee est celle 
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T[oc vs Aut COH3D8 
T}oc VS Aut ele. tri. 12 noeuds 
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
Aut [mm] 
Figure 4.11 Relation entre les contraintes tangentielles et deplacements tangentiels. 
La loi de comportement imposee est retrouvee. 
presentee a la figure 4.11. En effet, les developpements de la loi de comportement 
de l'interface pour chaque direction tangentielle de F element fini triangulaire a 12 
noeuds sont identiques. 
4.5 Implementation des elements finis d'interface a 12 noeuds dans les 
VERs 
Dans les modeles d'elements finis des VERs sans endommagement les noeuds 
qui sont dans l'interface renfort-matrice sont partages par la matrice et les renforts. 
Pour que Felement fini d'interface puisse etre utilise, deux nceuds doivent etre crees. 
Un des noeuds appartient a la matrice et Fautre aux renforts. Dans la configuration 
initiale (sans endommagement) ces deux nceuds ont les memes coordonnees, i.e. 
ceux-ci sont partages par la matrice et les renforts. Quand Fendommagement a 
lieu Felement fini d'interface va se deformer puisque les elements solides adjacents 
se deferment. 
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Figure 4.12 Element fini d'interface degenere (INTER204) d'ANSYS (Ansys, 2007). 
Pour generer les nceuds de l'element fini d'interface le pre-processeur d'ANSYS est 
utilise.ANSYS possede des elements finis d'interface a 16 nceuds constitues de deux 
surfaces quadrilateres qui peuvent degenerer en triangles. La figure 4.12 montre 
l'element fini degenere. Ainsi, le maillage peut etre realise automatiquement a l'aide 
du pre-processeur d'ANSYS. L'information des nouveaux nceuds est sauvegardee 
dans un ficliier de texte et ensuite un programme Python utilise cette information 
pour generer le ficliier des commandes d'ABAQUS. 
4.5.1 Evaluation des contraintes 
La methode developpee dans le Chapitre 2 section 2.3 est utilisee. Cependant, 
cette methode est valable si les deformations sont moderees (Pierard, 2006). Dans le 
cas ou les deformations sont grandes, des effets locaux sont rencontres et la precision 
de la methode des elements finis ne peut pas etre assuree. Done, l'homogeneisation 
ne peut pas etre realisee car ce n'est pas possible faire une separation d'echelles. 
D'autres methodes ont ete developpees afin de tenir compte des gradients de defor-











Tableau 4.3 Proprieties des phases. Cas 1 seule sphere placee au centre du VER. 
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Figure 4.13 Representation isometrique de la moitie de la cellule unit aire contenant 
1 seule sphere placee au centre. 
propose une methode d'homogeneisation numerique de deuxieme ordre. Cette me-
thode tient compte du gradient de deformation. De plus, les conditions periodiques 
aux limites sont modifiees afin de tenir compte du gradient de deformation, ce qui 
donne la naissance aux conditions periodiques aux rives generalisees. 
Dans le cadre de ce pro jet de maitrise, les deformations imposees sont moderees. 





ODE: sphmilnlogeomavecvolch-odb ABAQUS/STAHDARD Version 6.5-1 Tue Dec 04 17:27:36 : 
Figure 4.14 Section normale a l'axe y. La regions signalee denote la decohesion de 
Tinterface renfort-matrice. 
4.5.2 Materiau composite avec une sphere placee au centre 
Cet essai a pour but de visualiser le comportement de l'interface dans le cas oil 
il n'y a qu'une seule sphere. 
La cellule unitaire a une longueur du cote L — 10 mm et la sphere a un rayon de 
r = 1,684. La fraction volumique est tres faible (en effet ( — 2%). Des conditions 
periodiques sont appliquees en fonction de l'ensemble d'equations (2.5). La sollioi-
tation appliquee est un deplacement dans la direction x au noeud place a x = L, 
y = 0 et z = 0, ce qui donne une deformation macroscopique En (voir l'ensemble 
d'equation (2.6)). Les proprietes de l'interface renfort-matrice sont donnees au ta-














Tableau 4.4 Proprietes des phases. C =10%. 
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Tableau 4.5 Proprietes de l'interface. ( =10% 
egales. L'increment de temps At = 0,01s et le temps total de calcul est Is. Les 
phases sont considerees elastiques lineaires. Les proprietes des phases sont donnees 
au tableau 4.3. Comme dans les cas sans endommagement les proprietes des mate-
riaux ne correspondent pas necessairement aux proprietes des materiaux reels. Une 
deformation macroscopique variant lineairement avec le temps est appliquee. La de-
formation initiale au temps initial est nulle, tandis qu'au temps Is la deformation 
vaut 5%. 
La figure 4.13 montre la moitie de la cellule unitaire modelisee. Les elements 
d'interface sont notes par des symboles x. Cependant, les champs de deplacements, 
etc. ne peuvent pas etre visualises dans le module de visualisation d'ABAQUS car 
cet element fini est un element defini par l'utilisateur. La figure 4.14 montre la 
section normale a l'axe y de la cellule unitaire. Done, il est possible d'observer la 
decohesion de l'interface renfort-matrice modelisee par les elements finis d'interface. 
La decohesion complete n'est pas atteinte. 
4.5.3 Etude de l'endommagement sur des VERs avec ( = 10% 
Des etudes sur des VERs ayant une fraction volumique ( — 10% sont conduites. 
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Figure 4.15 Courbes contraintes - deformations pour les etats endommages et sans 
endommagement. E u constitue la moyenne sur les contraintes E n mesurees. e n 
est la deformation macroscopique imposee. Les barres d'erreur correspondent a une 
distribution gaussienne sur les valeurs moyennes du VER=5 spheres en prenant des 
intervalles de confiance de 95%. 
elastiques lineaires. Les proprietes des phases (le module d'Young instantane E0, 
le coefficient de Poisson v et le temps de relaxation r ) sont definies au tableau 4.4. 
Etant donne que le temps de calcul est considerablement long, on va etudier le 
VER ayant 5 spheres. De plus, deux simulations des VERs ayant 10 spheres sont 
realisees. Les proprietes de l'interface sont definies au tableau 4.5. Les parametres 
pour les directions tangentielles et normales sont egaux. L'intervalle de temps de 
calcul est Is avec des increments de temps de 0,01s. Une deformation macroscopique 
E n est appliquee et la contrainte macroscopique E n est mesuree. La variation de 
la deformation est lineaire avec le temps de calcul ayant sa valeur maximale egale 
a 4%. 
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Figure 4.16 Section normale a l'axe y. VER : 10 spheres. C = 10%. Les fleches 
indiquent la decohesion de l'interface renfort-matrice. 
Des simulations elements finis en considerant un collement parfait entre les 
phases sont egalement realisees. Ainsi, les courbes contraintes - deformations pour 
le cas endommage et sans endommagement sont obtenues et comparees. 
Pour la taille du VER de 5 spheres quatre simulations ont ete realisees pour 
les etats endommages et sans endommagement. La figure 4.15 montre les courbes 
contraintes - deformations pour les etats endommages et sans endommagement. 
Les barres d'erreur correspondent aux intervalles de confiance de 95% pris sur 
les valeurs moyennes en considerant une distribution gaussienne. L'erreur relative 
maximale atteinte pour les modeles sans endommagement est de 1,1% et pour le 
cas endommage est de 0,9%. Egalement dans la figure 4.15 les valeurs moyennes 
de deux simulations sur des VERs ayant 10 spheres sont montrees. Les valeurs 
obtenues pour ces dernieres sont dans l'intervalle de confiance defini pour le VER=5 
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ODB: uel.odb ABAQUS/STANDARD Version 6.5-1 Hon Feb 04 14:41:44 
/ ^ \ Step: Step-1 
„ / \ 1 Increment 100: Step Time = 1.000 
Figure 4.17 Cellule unitaire d'une microstructure d'un materiau composite renforce 
par des fibres cylindriques distributes aleatoirement dans l'espace. 
spheres. Cependant, il n'est pas possible d'affirmer que la taille du VER est atteinte 
car l'etude n'est pas statistiquement representative. Pour definir la taille du VER, 
d'autres simulations devraient etre realisees sur le VER de 10 spheres et sur des 
VERs plus grands (par exemple 15 ou 20 spheres). 
Les valeurs obtenues montrent une diminution de la rigidite lorsque l'endomma-
gement a eu lieu. Des resultats semblables ont ete obtenus par Segurado et LLorca 
(2006). La figure 4.16 montre une section normale a l'axe y et les regions de de-
cohesion de l'interface renfort-matrice pour un VER=10 spheres. La decohesion 
complete des renforts n'est pas atteinte. 
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Figure 4.18 Section normale a l'axe y. VER : 5 cylindres. ( = 10%. Les fleches 
indiquent la decohesion de l'interface renfort-matrice. 
4.6 Perspective de travail 
La beaute de cet element fini d'interface est qu'il peut etre utilise sur n'importe 
quelle microstructure. La seule condition qui doit etre respectee est l'utilisation des 
elements solides quadratiques a 10 noeuds (tetraedres) pour le maillage des phases. 
Par exemple, l'element fini d'interface a 12 noeuds est implements dans une micro-
structure d'un materiau composite renforce par des fibres cylindriques. La cellule 
unitaire contient 5 cylindres distribues aleatoirement dans l'espace. La figure 4.17 
illustre la microstructure avec des renforts cylindriques. Les elements finis d'inter-
face sont utilises dans l'interface renfort-matrice. Une deformation macroscopique 
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En est appliquee et les phases sont considered elastiques lineaires. La figure 4.18 
montre la section normale a l'axe y. La decohesion de l'interface renfort-matrice 
est denotee par les fleches. 
4.7 Conclusions 
La modelisation de la decohesion de l'interface renfort-matrice a ete realisee a 
l'aide d'un element fini d'interface. La formulation de cet element a ete verifiee 
dans les directions normales et tangentielles de la surface de reference. Dans tous 
les cas, la loi de comportement definie a priori pour l'interface a ete retrouvee. Ces 
elements ont ete utilises dans l'interface renfort-matrice des materiaux composites 
a renforts spheriques. Des courbes de contraintes - deformations pour les etats 
endommages et sans endommagement ont montre une diminution de la rigidite 
puisque la decohesion a ete modelisee. De plus, ces elements ont ete utilises sur une 
microstructure a renforts cylindriques. 
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C O N C L U S I O N 
L'objectif de ce projet de maitrise a ete de modeliser l'endommagement par 
decohesion de l'interface renfort-matrice des materiaux composites renforces par 
des particules distributes aleatoirement dans l'espace par la methode des elements 
finis. Etant donne qu'il n'y avait pas de modeles elements finis existants dans 
le groupe de recherche, la premiere etape du projet a ete dediee a concevoir ces 
modeles. 
D'abord des modeles solides de cellules unitaires contenant des renforts sphe-
riques distribues aleatoirement dans l'espace ont ete generes a l'aide de l'algorithme 
« Random Sequential Adorption ». Le maillage de ces volumes elementaires repre-
sentatifs a ete realise automatiquement en utilisant le pre-processeur d'ANSYS. Ces 
maillages sont periodiques a cause de l'application des conditions periodiques aux 
rives, i.e. des equations de contraintes sont imposees entre les nceuds des faces 
opposees de la cellule unitaire. L'information reliee aux nceuds et aux elements a 
ete utilisee pour definir les lignes de commandes d'ABAQUS, logiciel utilise pour les 
calculs. Ainsi, des simulations elements finis sur ces materiaux composites ont ete 
realisees sans tenir compte de l'endommagement. Les phases ont ete considerees 
isotropes, maxwelliennes et incompressibles. Les proprietes effectives du materiau 
composite ont ete calculees. De plus, une procedure a ete developpee afin d'obtenir 
le spectre de relaxation effectif. Ces resultats ont ete compares avec des methodes 
d'homogeneisation analytiques. 
Afin de modeliser la decohesion de l'interface renfort-matrice un element fini 
d'interface a ete programme. L'element fini d'interface 3D est constitue de deux 
surfaces qui sont parfaitement collees dans la configuration sans endommagement. 
Lorsque la decohesion a lieu, ces surfaces se separent. L'element fini d'interface 
implemente est compatible avec des elements solides quadratiques a 10 nceuds 
(tetraedres). Ainsi, chaque surface de l'element a 6 nceuds afin de produire un 
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champ de emplacement quadratique. 
La loi de comportement de 1'interface est bilineaire et irreversible. Cette loi a ete 
choisie en raison de la simplicite de sa formulation. De plus, celle-ci fournit revo-
lution de l'endommagement car il est possible de definir le point d'initiation de 
rendommagement et le point de la decohesion complete. Les problemes de conver-
gence qui sont des consequences de ce type de loi de comportement ont ete resolus 
sur la loi bilineaire a l'aide d'une regularisation visqueuse. 
Finalement, ces elements d'interface ont ete utilises dans l'interface renfort-
matrice de VERs. Pour ce faire, il a fallu generer les nceuds a l'interface a l'aide du 
pre - processeur d'ANSYS. Comme dans le cas des modeles des elements finis sans 
endommagement, les calculs ont ete realises avec ABAQUS. Le maillage obtenu avec 
ANSYS a done ete utilise pour definir les lignes de commandes d'ABAQUS. 
Les contributions de ce travail sont : 
1. Un ensemble d'outils informatiques permettant de generer de maniere auto-
matique des VERs de materiaux composites a renforts spheriques distribues 
aleatoirement dans l'espace qui soient compatibles avec l'application de condi-
tions aux rives periodiques. 
2. Une comparaison systematique entre les predictions de modeles elements finis 
et de modeles d'homogeneisation analytiques pour de materiaux viscoelas-
tiques lineaires. Cette comparaison permet de montrer que parmi les modeles 
analytiques testes, le schema auto-coherent semble etre le plus precis. 
3. Une methodologie qui permet de determiner le spectre de relaxation d'un 
materiau viscoelastique qui respecte les exigences de la tliermodynainique. 
II doit etre note que les points 2 et 3 ont conduit a une publication dans la 
revue International Journal of Solids and Structures. 
4. La programmation d'un element fini d'interface qui puisse etre connecte a 
des tetraedres a 10 nceuds. La formulation de l'element fini d'interface est 
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independante de la loi d'interface ce qui confere une qualite tres generate a 
ces elements. La formulation de l'element fini d'interface est celle de Segurado 
et LLorca (2004) et la loi de comportement d'interface bilineaire et irreversible 
est celle de Camanho et al. (2003). A notre connaissance, cette combinaison 
formulation - loi d'interface est introduite par la premiere fois dans le cadre 
de ce projet de maitrise. Finalement le potentiel d'application de ces elements 
a ete demontre sur les VERs developpes au point 1. 
Perspect ive de travail 
Afin d'ameliorer et /ou d'elargir le domaine d'utilisation des modeles developpes 
dans le cadre de ce projet de maitrise certaines recommandations sont suggerees : 
1. Des etudes de la taille du VER pour des microstructures a renforts spheriques 
en tenant compte de l'endommagement peuvent etre realisees. Cependant, les 
simulations prennent des temps de calcul relativement longs. Done, un plan 
d'experiences numeriques est fortement recommande. 
2. De plus, ces elements finis peuvent etre appliques pour n'importe quelle mi-
crostructure. Ceci a ete montre dans le Chapitre 4. II est suggere, done, 
d'etudier la decoliesion de l'interface renfort-matrice dans des materiaux com-
posites ayant differents types des renforts, comme par exemple des renforts 
cylindriques. 
3. Etant donne que la decohesion complete n'a pas ete atteinte, des deformations 
plus grandes doivent etre appliquees. Cependant, la methode pour mesurer 
les quantites globales doit changer car la precision de la methode des ele-
ments finis est diminuee. Ainsi, une methode d'homogeneisation numerique 
de deuxieme ordre devrait etre implementee. 
4. II doit etre note que l'etude de l'endommagement des materiaux composites 
viscoelastiques en utilisant des methodes d'homogeneisation analytiques n'a 
pas ete realisee. Ces modeles d'elements finis permettront de valider des me-
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thodes d'homogeneisation analytiques qui pourraient etre developpees dans 
le cadre d'un autre projet. 
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Abstract 
The objective of this work is to determine the relaxation spectrum of spherical particles reinforced viscoelastic and 
isotropic composites from 3D Finite Elements (FE) simulations of the microstructure. The matrix and the reinforcements 
are assumed to be incompressible and Maxwellian. The spectra obtained from the FE simulations are compared with those 
obtained from analytical homogenization models. This paper presents the procedure used for generating the FE models as 
well as the procedure used for obtaining relaxation spectra meeting the thermodynamics requirements imposed on linear 
viscoelastic materials. It seems that the relaxation spectrum for the microstructure studied in this paper is composed of a 
negligible continuous part and a discrete part of higher intensity. In any case, the resulting material does not have a Max-
wellian behavior. 
© 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved. 
Keywords: Stress relaxation; Finite Element Analysis (FEA); Homogenization; Unit cell 
1. Introduction 
Homogenization techniques can be used for predicting the effective behavior of composites based on infor-
mation related to the microstructure. There are two principal categories of homogenization methods: the ana-
lytical methods and the numerical methods. Researchers like Gusev (1997), Segurado and LLorca (2002) and 
Mishnaevsky (2004) have worked on the effective elastic properties prediction by performing Finite Element 
(FE) analyses of three-dimensional material microstructure unit cells. Brinson and Knauss (1992) and Nguyen 
Viet et al. (1995) have performed 2D FE analyses of linear viscoelastic composites. Huet (1990) and Hazanov 
and Huet (1994) proposed bounding relations for the effective properties using uniform and mixed boundary 
conditions, respectively. They found that if smaller material specimens are selected and uniform boundary 
conditions are applied, a bias is introduced on the effective properties calculation. Kanit et al. (2003) have pro-
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posed a statistical procedure for determining the Representative Volume Element (RVE) size. They verified 
that using periodic boundary conditions leads to smaller RVE size than using displacement or traction uni-
form boundary conditions. Xia et al. (2006) have demonstrated that in displacement-based finite element 
method, the application of periodical boundary conditions on the displacements guarantees the periodicity 
of the tractions. 
The first analytical homogenization models were developed for linear elastic materials. These results were 
extended to non linear materials as well as to linear viscoelastic materials. The homogenization of linear vis-
coelastic materials is classically performed using the viscoelastic correspondence principle and the Laplace-
Carson Transforms (LCT). The procedure consists in applying the LCT to the linear viscoelastic constitutive 
theories and insert these symbolic mechanical properties into a linear elastic homogenization model. The over-
all properties are obtained by the LCT inversion. Hashin (1965) has used such principle for unidirectional fiber 
composites; Wang and Weng (1992) and Levesque et al. (2004) with the Mori-Tanaka (MT) scheme and Laws 
and McLaughlin (1978), Beurthey and Zaoui (2000) and Brenner et al. (2002) with the Self-Consistent (SC) 
scheme, amongst others. 
This work focuses on linear viscoelastic composite materials. The objective of this work is to compare the 
relaxation spectrum of composite materials constituted of incompressible, isotropic, viscoelastic and Maxwell-
ian phases obtained by numerical homogenization and analytical models. The microstructure studied consists 
in spherical reinforcements randomly distributed into a matrix. FE meshes of RVE of such microstructure are 
built and their solutions are considered as the "exact solution". The analytical homogenization models tested 
are MT, SC and Torquato (TOA) (Torquato, 1998). The FE models as well as the simulations are described at 
Section 2. The numerical method used for obtaining the relaxation spectra from the FE simulations is 
described at Section 3. Comparisons between the FE and the analytical approaches results are presented at 
Section 4. 
2. Finite element model 
2.1. Obtaining the finite element models 
The composite is modeled as a cube containing spherical reinforcements. The Random Sequential Adsorp-
tion algorithm (Segurado and LLorca, 2002) has been used for obtaining a spatially random sphere distribu-
tion. Conditions of minimum distance between each sphere and between each sphere and each cube face 
(Segurado and LLorca, 2002) have been imposed. The coordinates of the centre of the first sphere are ran-
domly generated. If the distances between the sphere and each cube face are greater than an established value, 
the sphere is accepted. Otherwise, the sphere is rejected and the coordinates of a new sphere are generated 
again until the distance condition mentioned above is met. The following spheres are generated sequentially. 
The centre coordinates of a new sphere are randomly generated and the distances between the sphere and the 
cube faces are verified. Then, the distances between the new sphere and those previously created must be infe-
rior to a certain value. In this study, the spheres were randomly distributed into a cube of 10 x 10 x 10 mm. 
The spheres radii were calculated for obtaining the desired reinforcement volume fraction. The distances 
between the centers of two spheres had to be greater than 2.07r mm and the distances from the cube faces 
greater than 0.1/- mm (r stands for the sphere radius). Periodic boundary conditions were applied to the cube's 
surfaces since it leads to a smaller RVE than with homogeneous tractions or displacements (Kanit et al., 2003). 
Periodic RVE were created for facilitating the application of this type of boundary conditions. 
The mesh of the unit cell was created with the commercial software ANSYS 10.0. Fig. 1 shows the solid 
model of a unit cell containing 50 spheres for a volume fraction f of 25%. Constraint equations were imposed 
between nodes lying on opposite faces for applying the periodic boundary conditions. The three cube faces 
intersecting the Cartesian coordinate system origin were meshed in a first time with surface elements (6-noded 
triangles). Then, these meshes were copied to the opposite faces. Finally, the volumes were meshed with 10-
noded tetrahedra. Fig. 2 shows the mesh corresponding to the reinforcement. This mesh was then exported to 
ABAQUS/Standard 6.5 for the calculations. 
Periodic displacements fields can be expressed as (Michel et al , 1999): 
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Fig. 1. Solid model. Cube containing 50 spheres. Volume fraction £ = 25%. 
Fig. 2. Mesh of the reinforcements shown at Fig. 1. 
u(x) = E • x + u*(x) (2-
where u(x) is the displacement vector corresponding to the position vector x, E is the overall strain in the ele-
mentary cube and u*(x) is a periodic fluctuation. The spatial average of »*(JC) is equal to zero. This periodic 
field takes the same values in a pair of points that are on opposite faces (i.e. sharing two of their coordinates). 
The fluctuation u*(x) can be eliminated with the following set of equations: 
i/(0,x2,x3) + E • (1,0,0) = u(L,x2,Xi) 
u(xu0,x3)+E- (0,1,0) = u(xuL,x3) 
«(xt,x2,0) +E • (0,0,1) = u(xux2,L) 
(2.2) 
where L is the cube length. When setting u(0) = 0 to prevent rigid body motions, the components of E as a 
function of the displacements of some nodes can be obtained and relations between the displacements of these 
nodes are established due to the symmetry of E, namely: 
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MJ(L.O,0) „ «2(i,0,0) 




















2.2. Simulation description 
Relaxation tests were simulated. In a relaxation test, the strains are suddenly applied from 0 to a certain 
value, B, at t = 0. This strain is kept constant and the stresses are measured. In this study, we applied an overall 
shear deformation £12 and computed the overall stress I ] 2 . The sudden strain jump was in fact applied over 
5 x 10"5 s and the final simulation time was 5 s. It was observed that applying the strain jump over 1 x 10~7 s 
produced a difference of less than 0.02% in Z12 right after the assumed strain jump. Therefore, it was assumed 
that I12(r = 5x 10~
5) = £]2(f = 0). The composite phases were modeled as linear viscoelastic, isotropic, 
incompressible and Maxwellian. It should be noted that these values were arbitrarily chosen and do not rep-
resent any real material. The objective here is to study the sensitivity of the homogenization models to the 
contrasts between each phase. The shear relaxation modulus of each phase was defined as: 
ftW = tf exP (2:4) 
where $ corresponds to the instantaneous modulus of the phase / and t, corresponds to the relaxation time of 
the phase /. Table 1 lists the material properties used in the FE simulations for two levels of contrast (rj) be-
tween phase properties. Both the instantaneous shear modulus and the relaxation time were varied 
simultaneously. 
The effective response of the composite was obtained by calculating the volume average of the stresses and 
strains. The FE code computes the local stresses and strains at each integration point. In addition, a volume is 
associated to each integration point. The subroutine URDFIL built in ABAQUS/Standard 6.5 has been used 
for computing these volume averages from the integration points results. 
The RVE size has been studied by varying the number of spheres within the FE model. The evolution of the 
stress-strain curves was studied as a function of the RVE size. FE models with 5, 10, 15, 20, 25, 30, 40 and 50 
spheres were tested depending on the volume fraction and contrast between phases. For each RVE size, at 
least 6 simulations were performed. If the mean effective shear relaxation modulus of the composite did 
not vary significantly when the RVE size was increased, the RVE size was considered to have been attained. 
Figs. 3-6 show the mean shear relaxation modulus for the first computation time of each RVE size studied, for 
the case n = 10, for 10%, 15%, 20% and 25% volume fractions, respectively. The error bars on the figures rep-
resent a 95% confidence interval on the mean value (it is assumed that the mean effective response obeys a 
normal distribution). This applies to all the error bars in this paper. For the case n = 100, only two volume 
fractions were studied: 10% and 20%. Figs. 7 and 8 show the shear relaxation modulus for the first computa-
tion time of each RVE size studied for 10% and 20% volume fractions, respectively. For all the cases studied, a 
statistically significant difference (in the sense of a 95% confidence interval) on the mean relaxation shear mod-
ulus has been observed between the smallest and the largest RVEs plotted in Figs. 3-6. However, for most 
cases, no statistically significant difference has been observed between the mean shear relaxation modulus 
Table 1 




;y = 10 
1? (Pa) 
8.67 x 107 
8.67 x10 s 
T/ (S) 
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5 x l 0 ~ 2 
n = 100 
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Fig. 3. Mean shear relaxation modulus for each RVE size (5. 10,15 and 20 spheres) at t = 0. { = 10%. The error bars are a 95% confidence 
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RVE size (sphere number) 
Fig. 4. Mean shear relaxation modulus for each RVE size (15, 20 and 25 spheres) at t = 
interval on the mean value, ij = 10. 
24 26 
0. C = 15%. The error bars are a 95% confidence 
for the intermediate RVE sizes studied. Considering the relatively narrow confidence intervals, it would seem 
that the biases in the mechanical properties have been cleared and that the RVEs have been reached. The sim-
ulations used for obtaining the relaxation spectra were those obtained for the largest RVE size. It should be 
noted that it was not possible to obtain larger RVEs than 50 spheres due to mesh limitations. So, for r] = 10, 
for £ = 10% and RVE = 20, the instantaneous relaxation modulus was 11.1 x 107 ± 1.2%, for £ = 15% and 
RVE = 25, it was 12.76 x 107 ±0.63%, for £ = 20% and RVE = 30, it was 14.51 x 107 ± 1.7% and for 
( = 25% and RVE = 50, it was 16.86 x 107 ± 1.35%; for >/= 100, for £ = 10% and RVE = 20, it was 
1.28 x 107 ± 2.9% and for £ = 20% and RVE = 50, it was 2.075 x 107 ± 2.6%. 
The isotropy was verified by applying En, £13 and £23 separately and observing that the average values for 
the stresses obtained in each simulation were approximately equal. The effect of the mesh size was studied by 
varying the number of finite elements in the FE model. Therefore the number of degree of freedom was chan-
ged from 665,700 to 5,180,850. It was observed that using from 3,000,000 to 5,180,850 degrees of freedom led 
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30 32 
Fig. 5. Mean shear relaxation modulus for each RVE size (20, 25 and 30 spheres) at t = 0. C = 20%. The error bars are a 95% confidence 
interval on the mean valwe. n= 10. 
xlO 
30 40 
RVE size (sphere number) 
Fig. 6. Mean shear relaxation modidHS for each RVE size (15, 30, 40 and 50 spheres) at ; = 0. 
confidence interval on the mean value, n = 10. 
60 
= 25%. The error bars are a 95% 
to variation in ZI2 of approximately 1.1%. Approximately 3,000,000 were then «sed for the computations. 
Fig. 9 shows the effect of the mesh size for f = 10% with (7=10. 
3. Relaxation spectra 
For a linear viscoelastic and isotropic material, the shear relaxation mod«lns /x(/) can be expressed in a gen-
eral way as (Bo«lea«, 1991): 
Kt. = / exp - - d/i(s) + n" (3.1) 
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F/g. 7. Mean shear relaxation modulus for each RVE s/'ze (10, 15 and 20 spheres) at t = 0. £ = 10%. The error bars are a 95% confidence 
m/erval on /he mean value, n = 100. 
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RVE size (sphere number) 
F/g. 8. Mean shear relaxa/i'on modulus for each RVE size (20, 25, 30, 40 and 50 spheres) at t = 0. J = 20%. The error bars are a 95% 
confidence /n/erval on /he mean value. /? — 100. 
where d/i(s) is a posiiive measure in IR+ 2]0,1 [ and //" represents the elasric response of/he material (//"> 0). 
These resm'ciions are imposed by rhermodynamics. d/i(s) is commonly called relaxation spectrum. 
The relaxaiion specfrum may be continuous on an m/erval of time (even infinite) and/or consiiiuied of 
D/rac impulsions. The objeciive of this section is to obtain the relaxation specirum from ihe F£ simulaiions. 
Many researchers worked on this subject considering experimenial data. Some developed methods like the col-
locaiion method of Schapery (1962) which requires mafrix inversions and a solution violaiing ihe principles of 
thermodynamics can be obiained (i.e. negaiive Dirac impulsions). Oiher meihods (Emri and Tschoegl, 1993) 
were developed for avoiding ihese kind of resulis. However in Emri and Tschoegl (1993) an iterative process is 
necessary io avoid ihe apparifion of negaiive Dirac impulses. 
levesque ei al. (2007) have developed a numerical algorithm for inverting the Laplace-Carson /ransforms 
encoun/ered in ihe homogeniza/ion of linear viscoelasiic heierogeneous materials. One of the feaiures of the 
algorithm is ;hai it leads to linear viscoelasiic materials that meet the restrictions imposed by thermodynamics. 
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Fig. 9. Effect of the mesh size on the overall stress Z12 for C = 10% and t\ = 10. 
The procedure used in this study for extracting the relaxation spectrum from the FE simulations is very similar 
to that algorithm. The procedure attempts finding a relaxation spectrum which is composed of Dirac impul-
sions and a continuous section while meeting the thermodynamics restrictions. 
Relaxation spectra obtained from the analytical homogenization models are described at Section 3.1. The 
procedure used for obtaining the relaxation spectrum from the FE simulations is developed at Section 3.2 and 
tested in a case where the analytical solution is known at Section 3.3. 
3.1. Relaxation spectra obtained from analytical methods 
Relaxation spectra obtained from analytical homogenization techniques were generated. The homogeniza-
tion models compared are: MT, SC and TOA. The viscoelastic correspondence principle was used for obtain-
ing the overall viscoelastic effective properties. The MT model was used following the methodology of Wang 
and Weng (1992). For the SC model, the results of Beurthey and Zaoui (2000) and Brenner et al. (2002) were 
applied. Finally, for the TOA model, we applied the incompressible phases solution presented in Torquato 
(1998). For this model statistical parameters are needed. These parameters may be found in Torquato 
(1991) for a three-dimensional random distribution of totally impenetrable spheres as a function of the rein-
forcement volume fraction. 
The MT scheme leads to a discrete spectrum constituted of two discrete lines. The relaxation spectrum 
obtained by the TOA model is constituted of three spectral lines. Finally, the SC scheme leads to relaxation 
spectrum constituted of a continuous and discrete parts. Fig. 10 shows the spectrum obtained by each method 
for £ = 20% and n = 10. It is interesting to note here that these homogenization models, for the exact same 
microstructure, lead to relaxation spectra of different natures. This is in fact the motivation of our study. 
3.2. Relaxation spectra obtained from FE simulations 
For a discrete spectrum, the shear relaxation modulus can be expressed as: 
fi(t) =/<(ll)+]P/i,.exp (3.2) 
where nd is the number of discrete relaxation times, //"is the elastic response, jij is the spectral line intensity and 
s, is the relaxation time of the corresponding spectral line i. In our procedure, the relaxation times are defined a 
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Fig. 10. lelaxation spectra obtained by applying analytical methods. C = 20% and r\ = 10. MT: Mori-Tanaka, SC cont: Self-Consistent 
continuous contribution. SC disc: Self-Consistent discrete contribution. TOA: Torquato. 
priori. The inverse of the relaxation times were distributed uniformly on a log scale according to Levesque 
et al. (2007): 
10 
log|(l+fl)0„ log|H-»l"niax]--M('-»)"n, 
with z' = 0 , 1 , , « d (3.3) 
The parameter 8 defines the range over which the ^ are distributed between #min and 0max. 
In order to meet the thermodynamics restrictions, n,- and \i' must be positive, n" can be calculated by mea-
suring the stress and the strain for a large time when the material is completely relaxed. In our case //' is equal 
to zero since both phases are Maxwellian. However, for the sake of generality, //' is kept in the developments 
since the procedure could be applied to non-Maxwellian materials. A change of variable was introduced for 
obtaining a positive spectrum (n, ^ 0). Therefore, /i, is defined as fir and the following function has been 
introduced: 
/ C W ^ ' + X X P ^ P 
The /iapp can be determined by solving the following optimization problem: 
ME2d = inf ]>> r ea l(;,) - nin{ti)f with M0) = n" + £ > a p p , 
''»PPi ''apPi ; = 1 ,•_] 
(3.4) 
(3.5) 
where M is the number of points calculated on the relaxation curve obtained from the FE simulations, /<rcai(0) 
is the shear relaxation modulus obtained from the FE simulations and E\ is the sum of the squared differences 
r̂eai(f<) ~ /ifpP(
/<)- The constraint at Eq. (3.5) has been introduced for enforcing the real and the modeled elas-
tic responses to be the same. This minimization problem was solved with Mathemat ica and the Random 
Sea rch algorithm of the M i n i m i z e function. This applies for all the minimization problems in this paper. 
In the case where a material is modeled with only a continuous spectrum, we introduced the following numer-
ical representation: 
//,(T)= £ > ( T , ; 
T - T , - i 
T; - T/_i 
Age*,-; for T,_] < T < Xj (3.6) 
Therefore, the shear relaxation modulus is approximated by: 
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exp - - Hi(z)Az (3.7) 
The continuous spectrum is therefore a piecewise linear interpolation between the values #(T,-_I) and H(ZJ). 
Fig. 11 illustrates this function. At Eq. (3.7), nt. represents the number of H(xj) used in the interpolation. 
For imposing that H(x) > 0 the following constraints were imposed: 
CE, = 2 jA^( t i ) > 0 for / = 1 to nc 





where E\ is the sum of the squared differences /ireal(?,) - ^PP(J,)-
Then, an approximate function composed of a discrete and a continuous spectra can be given by: 
».! r ^i »c-l 
< w = f+X>2aPP,
exp 4 + E / exp h ^wdT 
The spectrum is obtained by solving the following optimization problem: 
A , , ̂ +d - inf , E ^ ' C ' ) " C
d('')]2 with CE< = E ASM > ° inf £; 
(3.10) 
(3.11) 
•f&h) where £^+d is the sum of the squared differences /ireal(f,-) f.app v 
It should be noted that the constraint /irca,(0) = ftipp(O)
Was n ° t enforced at optimization problems (3.9) and 
(3.11). It was found that the optimum results obtained without this constraint led to //eal(0) = /(app(0) and 
therefore, this constraint is not required. In addition, relaxing this constraint decreases significantly the com-
putational burden for solving problems (3.9) and (3.11). 
The relaxation spectrum determination from the FE simulations is obtained in several steps. At first an 
optimum approximate discrete spectrum is obtained by solving problem (3.5). It has been observed that the 
SC predictions fit relatively well the FE results. For this reason, a continuous spectrum with a discrete line 
is optimized according to problem (3.11). Finally, the values of the T, for the discrete lines and the bounds 
of the continuous spectrum are combined and the problem (3.11) is solved anew. In all cases, the relaxation 
times (i.e. T,) and the bounds of the continuous spectrum are varied by trials and errors for obtaining a value of 
E2c+d that appears to be minimum. As in most nonlinear optimization problems, this procedure does not guar-
H,(T) 
y 





\ s \ 
• 
X 
Relaxation Times [s] 
Fig. 11. Continuous test function used for approximating the relaxation spectra it'm{i)-
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antee that an absolute minimum has been attained. It was found that it led to relaxation curves where nc^(t) 
fit remarkably well the nrca\(t) (see Fig. 21). An example is developed in Section 3.3. 
3.3. Procedure validation 
For testing the procedure, the SC solution for an isotropic, incompressible and Maxwellian composite with 
£ = 20% and with the mechanical properties listed at Table 1 for i; = 10 is used for generating the numerical 
values of the shear relaxation modulus that were used in the solution of the least square problem. In this case, 
the relaxation spectrum is already known and the goal is to recover it by using the procedure described above. 
Three steps were performed: 
(i) An optimum discrete spectrum was obtained by solving problem (3.5). The parameters 0mjn and 0max at 
Eq. (3.3) were first optimized, by trials and errors for minimizing E\. The parameter 6 at Eq. (3.3) was 
arbitrarily set to zero. Then some relaxation times were deleted, others sligthly varied for decreasing fur-
ther the value of E\. 
(ii) For the cases studied here it was observed that the SC solution fitted very well the FE results. Therefore, 
a spectrum constituted of a continuous part and a discrete line was obtained by solving problem (3.11). 
However, if there is not a known function that approximates well the relaxation modulus it is necessary 
to solve the problem (3.9). For the sake of generality, we solved problem (3.9) for testing the procedure. 
A continuous spectrum was obtained by finding the bounds of x that minimizes E\. The bounds of the 
continuous spectrum were obtained as described at the step 1 for the calculation of fjmin and #max. In 
addition, the distribution oft, used in the linear interpolation of the continuous spectrum was optimized. 
(iii) The optimum relaxation times obtained at the step 1 and the bounds of the continuous spectrum 
obtained at the step 2 were combined and the procedure of trials and errors applied on the relaxation 
times selection for the discrete part and the range of T for the continuous part, was repeated until the 
value of E2c+i appeared to be minimum (problem 3.11). 
The optimal spectrum was obtained by observing the values of E . A combined spectrum was obtained if 
> E\+i. Even if good approximations of the relaxation modulus can be obtained regardless El > EUi a nd Ei 
of the spectrum nature, the best approximation was obtained for a continuous and discrete spectra combina-
tion (jUapp). Fig. 12 shows the continuous and discrete spectra obtained: "/ifPD" refers to the spectrum obtained 
Fig. 12. Relaxation spectra obtained by the SC model and numerical approximations: ftd (problem 3.5), ff (problem 3.9) and if~ 
(problem 3.11). In all cases "disc" and "cont" refer to the discrete and continuous parts respectively. £ = 
scale for u\ is on the right. 
: 20% and IJ = 10. Note that the 
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by solving problem (3.5),'XPP" refers to the spectn/m obtained by solving problem (3.9), 'Xpp disc" and 
"^app c o n t " refer respectively to the discrete and continuous spectra obtained by solving problem (3.11). 
The convergence of the continuous contribution for /r;pp was difficult to obtain, even though the overall 
approximate spectrum shape is close the exact spectrum. This exemplifies that our procedure is capable of 
determining if the "real" spectrum is composed of a significant continuous part. It should be noted that 
the difference between the approximate and exact spectral lines intensities is approximately 0.6%. For analyz-
ing the approximation degree of each solution the relative error between each approximation and the SC solu-
^ I for each tion was calculated for each computation time. Fig. 13 shows the relative error defined as | -=:i 
approximation. It is possible to observe that the discrete approximate solution (^pp) fitted very well the values 
obtained by the SC method. Contrarily, the continuous approximate solution (nlvp) fitted the values of the SC 
scheme only at the first computation times. Finally, ^ j p p gave the best results showing that it fitted the SC 
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Fig. 13. Relative error in the relaxation modiilns calc«lation with each approximate solation for each computation time. pfi refers to 
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Fig. 14. Relaxation spectra obtained by different methods, t = 10% and r\ = 10. Note that the scale for //J;jJcont is on the right. 
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4. Results and discussions 
Four volume fractions were studied with r\ = 10: 10%, 15%, 20% and 25% and two volume fractions with 
>1 = 100: 10% and 20%. For each volume fraction, the SVE size was established according to the procedure 
described at Section 2.2. The relaxation spectra of the composites simulated using the FE method were calcu-
lated with the procedure described at Section 3.2. 
For the MT scheme, one of the spectral lines corresponds to the relaxation time of the soft phase (matrix) 
whose volume fraction is greater than the reinforcement volume fraction. Therefore, when the reinforcement 
volume fraction increases, the intensity on this spectral line decreases. The same behavior is observed for the 
SC and the TO A models. For the SC scheme the continuous part of the spectrum is of greater intensity than 
the spectral lines intensities and it increases with the reinforcement volume fraction. 
Figs. 14-17 show the relaxation spectra obtained by different methods for linear viscoelastic composites 
with r\ = 10 for 10%, 15%, 20% and 25% volume fractions, respectively. Figs. 18 and 19 show the relaxation 
T[S] 
Fig. 15. Relaxation spectra obtained by different methods, f = 15°/) and r\ = 10. Note that the scale for ^Jjfcont is on the right. 
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spectra obtained by different methods for linear viscoelastic composites with r\ = 100 for 10% and 20% volume 
fractions. In all cases, "SC cont" and "SC disc" refer to continuous and discrete parts of the spectra obtained 
with the Self-Consistent method; "TOA" refers to the spectra calculated with the Torquato technique; "MT" 
refers to the spectra calculated by the Mori-Tanaka model and finally "/jjp disc" and '7c+fL cont" refer to 
discrete and continuous parts of / c ^ , respectively. The right scale is related to the continuous relaxation spec-
trum of the numerical solution /!±°. Thus, it is possible to note the difference between the intensities of the 
discrete lines (left scale) and the continuous part of / ^ , which makes the continuous part negligible. 
In all cases, the spectrum associated to / ^ shows one or two spectral lines close to the relaxation time 
associated to the matrix. The intensities of these spectral lines decrease as the volume fraction of reinforce-
ments increases. This behavior has been observed with all the homogenization models tested in this study. 
The relaxation spectrum associated to / c ^ is composed of a discrete spectrum and a continuous spectrum 
of a much lower intensity. In addition, the bounds of this continuous part are very similar to those 
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Fig. 18. Relaxation spectra obtained by different methods. C = 10% and ;; = 100. Note that the scale for / . ^ c o n t is on the right. 
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rial studied is a mixture of the homogenization models characteristics: it is composed of a dominant dis-
crete spectrum, as in TOA and MT but also of a continuous spectrum whose bounds are very similar to 
the SC scheme. However, this continuous contribution is much smaller and considered as "noise" in the 
solution and can therefore be neglected. Fig. 20 shows the relaxation modulus obtained by using only the 
discrete part of /££ and the FE results for £ = 10% with a v\ = 10 and r\ = 100, at the first computation 
times. It can be seen that the discrete part fits very well the FE results. It is also clear from these results 
that even if the constituent phases are Maxwellian, the resulting composite material is not, as it is pre-
dicted in analytical homogenization models. 
Fig. 21 shows the relaxation curve for f = 15% with y\ = 10 obtained for each method and the FE data for 
the first computation times. Only this short time interval is shown since the difference is more remarkable than 
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Fig. 20. Relaxation modulus calculated by the discrete part of /£JjJ, and the FE results for f = 10% with t] = 10 and n = 100. 
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stress in both phases is equal to zero. Similar results are obtained for the others volume fractions. It can be 
observed that the MT model underestimates the relaxation modulus. Amongst the analytical homogenization 
methods the SC method gives the best approximation to the FE data. Fig. 22 shows the relaxation modulus 
calculated at the first computation time for each analytical method, fi.^ and the FE data for linear viscoelas-
tic composites with r\ = 10. The MT model shows the maximum error in the relaxation modulus calculation, 
and it increases as the reinforcement volume fraction increases. The maximum error increases from 5.97% for 
a volume fraction I = 10% to 21% for a volume fraction ( = 25%. Fig. 23 shows the relaxation modulus cal-
culated at the first computation time for each analytical method, fi.^d and the FE results for linear viscoelastic 
composites with ); = 100. The MT model shows again the maximum error in the relaxation modulus calcula-
tion. However, now the error introduced by all the analytical methods is greater than linear viscoelastic com-
posites with r\ = 10. Therefore, the maximum error introduced by the MT model with r\ = 100 increases from 








































Fig. 21. Comparison of the homogenization models and Ihe FE simulations for £= 15% at first computation times, n = 10 
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Fig. 22. Relaxation modulus calculated at the first computation lime using all methods. The error bars correspond to the relative error of 
the FE results taking a confidence interval of 95%. n = 10. 
126 
866 R.B. Barclh, M. Lecesaue I International Journal of Solids and Structures 45 (2008) 850-867 
x107 
0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 
Reinforcement Volume Fraction £ 
0.22 
Fig. 23. Relaxation modulus calculated at the first computation time using all methods. The error bars correspond to the relative error of 
the FE results taking a confidence interval of 95%. n = 100. 
5. Conclusions 
In conclusion, the contributions of this study are: 
(i) A novel procedure for the shear relaxation spectrum determination for isotropic linear viscoelastic mate-
rials that allows for a continuous as well as a discrete parts, while meeting the thermodynamics restric-
tions imposed on linear viscoelastic materials, to be obtained. 
(ii) The comparison between FE simulations of 3D linear viscoelastic composite materials XVE and analyt-
ical homogenization models. 
It is shown that the relaxation spectrum of the material studied here is composed of a dominant discrete 
spectrum and also from a negligible continuous spectrum. Even if the constituent phases are Maxwellian, this 
study confirms that, as predicted by analytical homogenization models, the effective relaxation spectrum is not 
of Maxwellian nature. 
In this study, we only studied a composite material reinforced with randomly distributed Maxwellian rein-
forcements. Future work will deal with cylindrical (i.e., fibers) reinforcements as well as other viscoelastic con-
stitutive theories in order to confirm the same trends as those observed in this study. 
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ANNEXE II 
REGLES D'INTEGRATION NUMERIQUE 
Dans plusieurs cas, il n'est pas pratique d'integrer certaines expressions sous une 
forme analytique et done Fintegration numerique est utilisee. De plus, plusieurs 
chercheurs ont trouve que Futilisation de Fintegration numerique simpMe la pro-
grammation des matrices de rigidite, vecteurs de forces nodales, etc. des elements 
finis. En general, dans Fintegration numerique, les coordonnees sont supposees dans 
leur systeme naturel, done Fintervalle de variation de chaque coordonnee est entre 
-1 et +1. Dans le cas particulier du triangle unitaire Fintervalle de variation de 
chaque coordonnee est entre 0 et +1. 
Par exemple, pour une integration en deux dimensions, Fintegration numerique 
devient : 
/
i »i m 
/ f(r,s)drds = Tf(rl,sl)wi (II.l) 
•lJ-i i=1 ou m = n2, n etant les points d'integration dans chaque dimension, r̂  et Si denotent 
les coordonnees naturelles du point d'integration i et Wi est le poids du point 
d'integration i. 
Le tableau suivant montre la regie d'integration de Gauss pour un triangle uni-
taire en utilisant 3 et 7 points. 
Regies de Quadrature de Gauss sur des triangles unitaires 
Jo Io~T /(r> s ) d r d s = E ™ i Z(ri' si)wi 
No points m 
3 
7 

































Tableau II. 1 Regies d'integration de 3 et 7 points pour des triangles unitaires. 
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ANNEXE III 
TRANSFORMATION DE L 'ELEMENT DIFFERENTIELLE DE 
SURFACE 
D'abord il faut definir les vecteurs de base du systeme de coordonnees naturelles. 
Ceux-ci sont dermis par : 
dr = (x:Ti + yyTj + z:rk) dr 
ds = (x,si + y}Sj + z,sk) ds 
(III.1) 
ou x, y et z sont les coordonnees cartesiennes globales; r et s sont les coordonnees 
naturelles; i, j et k sont les vecteurs de base du systeme cartesien global et att 
symbolise | j | . 
L'element differentiel est calcule comme suit : 
dS = dr x ds (y,rz,s ~~ y,sz,r) 1 + {z,r%,s ~ x,rz,s) J + \X,ry,8 — y^rXs) k 




ou le terme entre crochets definit le jacobien de la transformation. 
